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Resumen

La conjetura de medida cero para los conjuntos de Julia con interior vacio ha sido uno
de los problemas centrales en dindmica holomorfa en una dimensién. En este trabajo
presentamos una solucién al problema, basados en los recientes trabajos de A. Cheritat
y X. Buff. Esto fue la culminacién de un programa iniciado por su orientador comin,
A. Douady a comiensos de los 90. La respuesta negativa a la conjetura crea nuevas
preguntas y las técnicas desarrolladas tienen aplicaciones sobre una gran variedad de
problemas en el area.

Palabras claves: dindmica compleja en una variable, conjunto de Julia, medida de
Lebesgue.

Abstract

The measure zero conjecture for the Julia sets with empty interior has been one of the
central problems in complex dynamics in one dimension. We present a solution to the
problem, based on the recent work of A. Cheritat and X. Buff. This was the culmination
of a program initiated by his common advisor, A. Douady at the beginnings of the
90’s. The negative answer to the conjecture create new questions and the developed
techniques have applications on a variety of diferent problems in the field.

Key words: complex dynamics in one variable, Julia set , Lebesgue measure.
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Capitulo 1

El problema

1.1. Introduccion

La conjetura central en dindmica holomorfa en una dimensiéon es la siguiente:

Conjetura de Hiperbolicidad: En los mapas racionales de grado d > 2, el conjunto
de los mapas hiperbdlicos (o expansores en el Julia) es un abierto y denso.

La conjetura sigue abierta atin para el conjunto de los mapas polinomiales de grado d > 2, e
inclusive para los polinomios cuadréticos z — 22 + ¢, ¢ € C.
En la familia cuadratica tenemos la siguiente dicotomia:

= J. es conexo si 0 € K,

= J. es un Cantor si 0 ¢ K..

donde K. es el conjunto de Julia relleno. El conjunto de Mandelbrot es
M :={ceC: J; es conexo}

El conjunto de pardmetros J-estables para la familia cuadrética es: ¢y es J-estable si existe un
entorno U de ¢y y una familia de homeomorfismos ¢. con ¢ € U tal que:

" P oy — Je
» p.o fo, = fco @, es decir conjuga f., con f. en el Julia.
= ¢, =td y para todo z € J;, la funcién ¢ — ¢.(z) es holomorfa.
En su celebrado trabajo Mané-Sad-Sullivan [23] prueban queE
Teorema 1.1.1. El conjunto de pardmetros J-estables es abierto y denso.

La relacién entre los mapas hiperbélicos y los mapas J-estables no es del todo clara todavia. Por
ejemplo, es conocido que los mapas hiperbélicos forman un subconjunto abierto y cerrado de los
parametros J-estables, pero no se sabe atn si los J-estables son hiperbélicos. En el caso cuadratico
se puede ver que el OM es el complemento de los parametros J-estables.

Se sabe que si una componente U del interior de M tiene un mapa hiperbédlico, entonces todos
los mapas de dicha componente son hiperbélicos, y una tal componente se llama hiperbdlica. Un
ataque al problema fue entonces ver que todas las componentes acotadas del interior de M son
hiperbélicas. Del trabajo de [MSS], se sabe que

'La parte de la conjetura que resiste una solucién es la densidad.
2De hecho el teorema vale en cualquier familia analitica razonable de mapas racionales.



Teorema 1.1.2. Sea U una componente no hiperbolica del interior de M. Para que f.: 2z —
22 +c esté en U es necesario y suficiente que, la medida del Julia de f. sea positiva y que f.
tenga un campo de lineas invariante en el Julia.

Un campo de lineas invariante en el Julia es una funcién u € L*(C) a valores en S* U{0} (ctp),
que verifica:

» El soporte de u tiene medida positiva y estd contenido en el Julia.

En los ejemplos de Lattés, mapas racionales no polinomiales donde el conjunto de Fatou es vacio,
es facil encontrar un campo de lineas invariante -Ver [20]. La siguiente conjetura implica entonces
la conjetura de hiperbolicidad,

Conjetura CLI: Los tinicos mapas racionales que admiten un campo de lineas invari-
ante son los ejemplos de Lattés.

De este modo comenzé a tomar importancia el estudio de la medida del conjunto de Julia. Entre
los intentos por probar la no existencia de campos de lineas invariantes para los conjuntos de Julia,
el primero fue

Conjetura de medida cero: El conjunto de Julia de un polinomio de grado d > 2
tiene medida de Lebesgue cero.

El conjunto de Julia o bien es toda la esfera C o bien tiene interior vacio. La conjetura de medida cero
se formulaba no sélo para mapas polinomiales sino que para todos los mapas racionales con Julia de
interior vacio. La conjetura anéloga para grupos Kleinianos también estaba abierta y el diccionario
introducido por Sullivan [33] entre ambas teorias parecia vincular atn mas las dos conjeturas. En el
2004 la conjetura para grupos Kleinianos fue probada.Para un tratamiento detallado de la conjetura
en grupos Kleinianos ver [22].

Sin embargo los intentos de probar la conjetura sobre la medida del Julia siguieron un camino
diferente y complejo. Es conocido que en los siguientes casos el conjunto Julia tiene medida cero:

= f. es hiperbédlico (méas aun en este caso la dimensién de Hausdorff de J. es menor que 2.

18, 12]

= f. tiene un ciclo parabélico. [12]
= f. no tiene ciclos indiferentes y no es infinitamente renormalizable. [19]
= f. tiene un ciclo linealizable (de Siegel) con multiplicador €™ y (ver [28, [50])

6 = [a1,as,...] con la condicién aritmética loga, = O(v/n)

Trabajaremos siempre con la siguiente notacién. Si § € R denotamos por § = [a1,az,...] su
desarrollo en fraccién continua. Los ciclos indiferentes irracionales (con multiplicador €™ con 6
irracional) se clasifican en linealizables o de Siegel y en no linealizables o de Cremer. El primer caso
se diferencia del segundo por el hecho del ciclo pertenecer al conjunto de Fatou. La contraparte
aritmética de esta dicotomia no es todavia clara en general, pero si en el caso cuadratico.

Maés precisamente, supongamos que f. tiene un punto fijo indiferente irracional de multiplicador
e?™® con @ = [ay,az,...]. Denotamos por q—n = [a1,0a2,...,0n_1] las aproximaciones racionales de

n



6 dadas por su fraccién continua. Entonces (ver |2, 4, 36]) f. es linealizable si y sélo si B(6) < +o00,
donde B es la funcién de Brjuno

log gn,
B(H) _ Z ogqq +1
n>1 n

Todo ntmero 6 tal que B(A) < +o0o se dice de Brjuno. Dentro de los numeros de Brjuno estan los
nimeros diofantinos, es decir aquellos para los cuales existen constantes C' > 0 y k > 2 tales que
C
2-g> =, vEeo
q q® q
De particular importancia seran para nosotros los nimeros diofantinos de orden 2, esto es, cuando
k = 2. Estos se caracterizan también por el hecho de tener coeficientes acotados en su fraccién
continua:
supa; < +00
i

y por seo se los llama de tipo acotado. Una buena referencia para la teoria de fracciones continuas
es [18].

En la década de los 90, empezaron de forma independiente, por un lado Douady y por el otro
Nowicki y Van Striend, la btusqueda de conjuntos de Julia de medida positiva. A diferencia de
Douady, que buscaba un contraejemplo dentro de la familia cudratica, N-VS buscaban contrae-
jemplos para polinomios de grado muy grande. En el afio 94, N-VS anunciaron la construccién de
un contraejemplo [26]. Sin embargo al poco tiempo, X. Buff encontré un error importante en la
construcciéon de N-V§S, lo que dejé nuevamente la conjetura sin respuesta. El plan de Douady fue
buscar dentro de los polinomios no linealizables, es decir de Cremer. En su tesis de doctorado A.
Cheritat [9] (orientado por Douady) consiguié avances importantes en la busqueda de polinomios
cuadraticos con un punto fijo de Cremer y Julia de medida positiva. Su trabajo tenia también
una buena base empirica con experiencias numéricas que confrimaban ciertas hipotesis que hacian
plausible la construccién.

Douady falleci6é repentinamente a fines del ano 2006, pero antes anunciaba junto con X. Buff
y A. Cheritat la validez de la construccién, dando asi una respuesta negativa y definitiva a la
conjetura de medida cero. No sélo probaron la existencia de polinomios cuadraticos de Cremer
con Julia de medida positiva, sino también la existencia de polinomios cuadréticos de Siegel con
conjuntos de Julia de medida positiva.

La construcciéon se basa en trabajos anteriores y recientes de varios investigadores del area. A su
vez, las técnicas introducidas por Buff-Cheritat-Douady dieron nueva luz sobre una gran variedad
de diferentes problemas y demostraciones alternativas a otros ya resueltos. Ver [1}, [3, 4]. Entre éstos
se destaca por ejemplo la existencia de polinomios cuadréticos con un disco de Siegel de borde C*°.

La solucién de la conjetura plantea otros problemas. Por ejemplo, no queda clara la relaciéon
de la medida del conjunto de Julia y las propiedades aritméticas del multiplicador, ni cuan grande
es el conjunto de polinomios cuadraticos con Julia de medida positiva. Si bien sabemos ahora que
existen conjuntos de Julia de medida positiva, las conjeturas de hiperbolicidad y de no existencia
de campo de lineas invariante siguen abiertas.

La existencia de mapas cuadraticos con Julia de medida positiva, implica indirectamente la
existencia en cualquier «Mandelbrot-like family», debido a los trabajos de Douady-Hubbard [I3].
Sin embargo es de interés saber hasta que punto la construccién de B-C-D puede extenderse a
familias mas generales, como por ejemplo

2z d
PA,d:Z’_))\'z<1+E) , d>1
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Las dificultades radican en extender los resultados en los que se basa la construccién, como por
ejemplo el control del conjunto poscritico, consecuancia de los trabajos de Inou y Shishikura.
También plantea la siguiente (ver [2])

Conjetura: Todo polinomio cuadréatico de Cremer tiene Julia de medida positiva.
Un posible ataque puede ser

Pregunta: ;existe una constante ¢ > 0 tal que para todo 6 € R, la medida del Julia
relleno de Py : 2z — €™z + 22 es mayor que c?

1.2. Idea de la construcciéon

Nuestra principal meta es probar el siguiente

Teorema 1.2.1. Ezisten polinomios cuadrdticos con un punto fijo de Cremer y tal que su
congunto de Julia tiene medida (de Lebesgue) positiva.

Para a € C denotamos por P, el polinomio cuadratico
z > ey 4 22

Denotaremos también por K, el conjunto de Julia relleno y J, €l conjunto de Julia (J, = 8K,)
de P,.

La idea es construir inductivamente una sucesién de pardmetros ; (reales), de forma tal que los
respectivos conjuntos de Julia relleno, Kjp,, tengan medida acotada inferiormente por una constante
positiva. Si construimos esta sucesiéon de pardmetros de forma que converjan a un limite €, con
Py no linealizable (es decir, de Cremer), el conjunto de Julia Jp tendrd medida positiva. Esto es
debido a la semicontinuidad superior de la funcién o — m(Ky).

Ko, Ko, Ko, Ko=Jp
N
Medida acotada por abajo no linealizable

De esta forma, el problema queda reducido a estudiar el paso inductivo de la construccién. Es
decir, necesitamos de un paso inductivo que nos permita pasar de un pardmetro 6; al siguiente, con
el cuidado de que las siguientes imposiciones se verifiquen:

» la pérdida de &rea es arbitrariamente pequena en el pasaje 6; — 0;41.

= como queremos un limite no linealizable, debemos agregar (y asegurarnos de su persistencﬁ
las obstrucciones a una tal linealizacién. Una forma de hacer ésto es con ciclos periédicosd.
Es decir, debemos controlar la existencia y persistencia de érbitas periédicas arbitrariamente
cerca de 0 en cada paso.

Resumimos entonces la estrategia en el siguiente enunciado

Proposicion 1.2.2 (Paso inductivo). Eziste un conjunto no vacio S de niumeros irracionales
de tipo acotado con la siguiente propiedad: para todo oo € S y todo € > 0, existe a' € S tal que

3De hecho ésta es la tnica obstruccion a la linealizabilidad en el caso cuadratico.



o —al <€
= P, tiene un ciclo periddico contenido en D*(0,€).
s m(Ky) > (1—€e)m(K,)
El altimo punto es el mas dificil. Por un lado tenemos
Lema 1.2.3. La funcion a — m(K,) es semicontinua superiormente.

Demostracion. Es bien conocido que la funcién a — K, es semicontinua superiormente si con-
sideramos la métrica de Hausdorff en los compactos de CE Es decir, para todo abiero V tal que
Ko CV, existe § > 0 tal que si |o' — a| < § entonces Ko C V. Ver [I1].

Por otro lado tenemos que

m(Ky) = inf {m(V) : K, C V abierto}

Sea entonces a, — a y A es un punto limite de la sucesién m(K,,, ). Tenemos que para todo € > 0,
si n es suficientemente grande

m(K,,) <m(V) <m(K,) +e€
de donde A < m(K,) + € para todo € > 0. Luego

limsupm(Ke,) < m(Ka)

n—-+oo

O

Sin embargo no es cierto en general que m(K,, ) — m(K,). Por lo que serd necesario encontrar
una forma de perturbar cada pardmetro ; de forma tal que esta propiedad se cumpla. Es decir,
el conjunto S, debe por lo tanto ser «invariante» por un tipo especial de perturbaciones en donde
tengamos continuidad en la medida del Julia relleno.

Empezemos probando el teorema [L2.1] asumiendo el paso inductivo. Para ésto tomemos una
sucesién 0 < €, < 1 tal que

[[(1-e)>0

n>1
Construimos la sucesién {6, },>0 C S de la siguiente manera:
s Primero elegimos arbitrariamente 6y en S, y aplicamos el paso inductivo con 8y y €; para
obtener 6;.

Notar que existe un intervalo cerrado I(61,6;) (donde podemos tomar §; < €3), tal que: todo
polinomio Py con 6 € I(6,01), también tiene un ciclo periédico contenido en D*(0, el)E

Aplicando el paso inductivo, elegimos 6, tal que: 82 € int I(61,01) y Py, verifique los dos
ultimos puntos de la proposicién

= Hacemos lo mismo en cada paso, tomando I(6,,6,) C int I(6,-1,0,-11) ¥ 6, < €n41.

De este modo obtenemos una sucesiéon {6, } que cumple para todo n > 1:

“De todos modos el estudio de la discontinuidad de esta aplicacién es delicado, en donde se produce un fenémeno
conocido con el nombre de «implosién parabédlicay.

SEsto es posible porque el ciclo que tiene Ps, en D*(0,€1) es necesariamente repulsor. Un polinomio cuadréatico
tiene a lo sumo un ciclo no repulsor, v 8; € R.



Figura 1.1: Intervalos I(6,,6,).

» |6, — 0n_1| < €,, por lo que 6, es una sucesién de Cauchy que tiene un cierto limite 6.
» m(Ko,) > (1 —€n) m(Ka,_,)
= 0 € I(6,,0,), por lo que Py tiene un ciclo contenido en D*(0, €,).

En particular, como €, — 0 el origen es acumulado por 6rbitas periédicas de Py y por lo tanto
éste es un polinomio de Cremer. En éste caso sabemos que Jy = Ky, es decir, Jp tiene interior
vacio. Por otro lado tenemos

m(Jp) = m(Kp) > limsupm(Ky) > m(Kp,) - [[(1 —€n) >0

n—-+oo n>1

ya que Py, tiene un disco de Siegel.

El control de la érbita periédica, se realiza mediante el uso de las «funciones de explosién». Estas
describen de forma explicita el fenomeno de «explosiéon parabdlicay, es decir, la bifurcacién de un
punto fijo parabdlico (multiple) en 6rbitas periédicas. Cuando el pardmetro a es racional, entonces
el origen es un punto fijo multiple de un cierto iterado de PaE Para los pardmetros cercanos a «,
este punto fijo se bifurca en varios puntos fijos de este iterado, es decir en 6rbitas periédicas. La
primera parte del trabajo sera establcer detalladamente la dependencia de dicho ciclo periédico
con el parametro. También necesitaremos estimar el radio de validez (cuan lejos podemos estar de
o) de dicha dependencia.

Para ilustrar el uso de las funciones de explosién veamos lo siguiente. Supongamos que el
pardmetro @ es irracional. Todo racional p/q cercano a @ tiene definida su funcién de explosién. Si
ahora elegimo un parametro 6, irracional bien cerca de p/q, sabemos que Py, tiene un ciclo cercano
al origen. Méas atin, segin cuan cerca esté 6; de p/q, podemos controlar la distancia del ciclo de Py,
al origen.

Una forma cémoda de controlar estos parametros es a través de su fracciéon continua. Es
decir, podemos acercarnos al irracional § = [aj,as,...] por medio de las reducidas p,/g, =
[@1,a2,...,8n_1]. Sitomamos 0; = [a1,a2,...,8r_1,4,8r+1,...], tenemos que la distancia entre 6;
Y Pn/qn es una funcién de %. Mas precisamente

1
T (@A + 6.(n)) + gnr)’

La segunda parte del trabajo es estimar la perdida de area. Supongamos que para el parametro
6 de arriva, P, tiene un disco de Siegel A. El perturbado Py, también tendra un disco de Siegel, que
denotamos por A;. Veremos mediante una modificacién de un procedimiento de renormalizacién
(introducido por primera vez por Douady y Ghys, y luego mejorado por Yoccozﬂ, que el disco A,

6, — In

an

61 (TL) = [a’n+1: An+2,-- ]

®De Pl sia=p/q.

"Ver [10, 36].
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Figura 1.2: Disco de Siegel para a = [1,1,1,...] y para [1,1,1,1,1,28,1,1,...].

llena una buena proporcién p > 0 del disco A. Es decir, si truncamos la fraccién continua con n
grande, entonces
m(Al N A)

0
m(a) F7

Si bien lo importante aqui es que p > 0, veremos que p > %

El trabajo es entonces promover éste coeficiente p a un coeficiente 1. Esto s6lo es posible, te-
niendo en cuenta todo el Julia relleno Kj,. Esta promocién, se basa en dos ingrdientes importantes.
El primero es un teorema de McMullen, el cual afirma que los puntos de A son puntos de densidad
de Lebesgue del conjunto Ky. En este punto encontramos ya una primera obstruccién técnica: es
necesario restringir el tipo aritmético de 8, pues el teorema de McMullen requiere que 8 sea de tipo
acotado.

El segundo, es un resultado sobre el control del conjunto poscritico. Aqui es quizds donde estan
las dificultades técnicas més grandes. La renormalizacién de Douady-Ghys-Yoccoz no es ttil para
trabajar con el conjunto poscritico, ésta requiere que los mapas en cuestién sean univalentes. El
control del conjunto poscritico se obtiene a través de la renormalizacién parabdlica introduzida por
Inou y Shishikura (ver [I7]).

El control del conjunto poscritico es necesario para poder transferir con una distorsién acotada,
la buena densidad de Ky y Ky, en OA, a través de los iterados de Py y Py, respectivamente. Para
poder utilizar los resultados de Inou-Shishikura, necesitamos restringir atin maés el tipo aritmético
de 6. Estos valen para irracionales de tipo acotado con coeficientes grandes. Es decir, cuando a; > N
para todo : donde N es una constante, llamada constante de Inou-Shishikura.

Resumimos entonces la estratégia de la prueba en la siguiente versién detallada del paso induc-
tivo. Denotaremos por

Sy = {a =la1,a2,...] ER—Q:supa; < ooy infa; ZN}
7 7
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Proposicion 1.2.4 (Versién detallada del paso inductivo). Sean a € Sy y € > 0. Eziste un
entero A > 1 tal que:

= si A, es una sucesion de enteros con ¥/ A, — A,
= o, :=[a1,q2,...,8n-1,4n,N,N,...]
Entonces para n sufictentemente grande,
1. P,, tiene un ciclo contenido en D*(0,€) y
2. m(Kg,) > (1 —e)m(Ky)

Notar que por ejemplo, con esta construccién obtenemos un paradmetro limite, con Julia de
medida positiva, que tiene un desarrollo en fraccién continua de la forma,

§=[N,N,..., A, N,N,... Ay, N,N,.. ]

donde la sucesién A, crece rapidamente. Sin embargo, no sabemos ni cuan espaciados deben estar
los A, ni cuén grande deben ser. Por otras referencias consultar [6), [7, 37].

12



Capitulo 2

Control de la 6rbita periédica

2.1. Explosion parabdlica

2.1.1. Funciones de explosion

En esta seccién vamos a estudiar como se bifurca una érbita periédica cerca de un punto fijo
parabdlico. Para o € C denotamos por P, el polinomio

z s 22+ e¥mey
Supongamos que ay = p/q con (p,q) = 1. Entonces 0 es un punto fijo parabélico de P,.
Por un lado sabemos que

Pi(z)=2z+Cz"t +0(z""?), z—0

con C # 0y r > 1. El nimero r debe ser un multiplo de g, esto es 7 = kq, v k es el ntimero de
ciclos formados por los diferentes pétalos asociados a 0. Como cada ciclo contiene un punto critico
de P,,, debe ser k = 1.

Es decir, 0 es un punto fijo de PZ, de multiplicidad g+ 1. Tomemos un disco pequefio D centrado
en 0, de forma tal que en D la ecuacién Fy,(z) = P3,(z)—z = 0 tenga exactamente g+ 1 soluciones.
Si a es suficientemente cercano a ay, las curvas F,,(0D) y Fo(8D) tienen el mismo indice respecto
de 0. Por lo tanto P3(z) — z = 0 tiene exactamente g + 1 soluciones en D.

Si g =1 ésto nos dice que en D hay otro punto fijo ademaés del cero, porque podemos tomar o
suficientemente cerca de ap de modo que no sea entero.

Supongamos que ¢ > 1. Como 0 es un punto fijo simple de P;o paral <2< gq,si D eschicoy
o esta suficientemente cerca de ag, 0 es el tnico punto fijo de P}, en D para 1 <1 < g. Esto quiere
decir que los g + 1 puntos fijos de PZ se dividen en, 0 punto fijo de P, mas una érbita periédica
de periodo gq.

En ambos casos, para a cercano a g, 0 se bifurca en un punto fijo mas una 6rbita periédica
de periodo ¢. Esta bifurcacién es lo que llamamos explosién parabdlica.

Para controlar este nuevo ciclo cercano a cero, debemos estudiar mas finamente la dependencia
de éste con el pardmetro a. Eso es lo que vamos a hacer en esta seccién.

Definicién 2.1.1 (Tamano asintético). Supongamos que f(z) = z+ AzF*! +O(2*1?) es holomorfa
en un entorno de 0, con A # 0. Definimos el tamano asintotico de f en 0 como

1/k

‘1
Ak

Ta(f’ 0) =

13



El nombre se debe (ver [9]) a que toda érbita 2, con z, KN 0, verifica

lim ¥Ynz,=v

n—+00
donde kAv* = —1 es un vector atractor. Tomando médulos vemos que

Ta(f’ 0)
|Zn| ~ \k/ﬁ )

Para cada racional p/q con (p,q) = 1 definimos

n — +00

Ty () = Ta (g) =T, (P4, 0)

Para ¢ > 1, denotamos por P, el conjunto de los a € C tales que PJ tiene un punto fijo de
multiplicador 1. Denotamos también

Ry, = dist (P, — {ao}, ag)

Teorema 2.1.2 (Funciones de explosién). Para cada ag existe una funcion holomorfaT : D — C
que verifica:

= T(0) = 0 y [I(0)] = (27¢° Ray )/ *Ta(0) ¥
= para todo § € D la imagen por T' de

{5, g2mieos 62”(‘1’1)"‘06}

es un ciclo de periodo q de P,, donde a = ag + Rqy,09.
Demostracién. Consideremos la funcién analiticdl 7 : C2 — C dada por

Pi(z)—z .
Fla,z) = f siz#0
e2m™x _ 1 §iz=0

Sean D = D(ag, Ray) ¥
X ={(a,2) e DxC: F(a,z) =0}

Denotaremos también por m (o, 2) = a y m2(, 2) = z las proyecciones sobre cada variable.

Sea (a,z) € X con a # ag. Entonces z # 0, porque de lo contrario tendriamos F(a,0) =
e?™3* _ 1 = 0, de donde 0 serfa un punto fijo de multiplicador 1 para PJ y ésto contradice que
a € D. Si ponemos m = (P3)/(z), entonces

oF m—1

E(a)z) = T 750

de donde por funcién implicita, X es suave en (a, 2).

!Uno podria tomar F(a, z) = PZ(z)—z. El problema es que la variedad algebraica definida por este polinomio tiene
una singularidad en (ap, 0). La prueba se puede hacer pero hay que utilizar técnicas de resolucién de singularidades.
De todos modos, parece mas viable generalizar este enfoque algebraico a otras familias de polinomios que el que
damos aqui.
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Si (ag, 2) € X con z # 0, entonces igual que antes m # 1, porque P, puede tener a lo sumo un
ciclo no repulsor (el 0 es parabdlico). Falta ver que pasa en (ayg,0).
La expansién de F(a, z) en (ap,0) es

F(ag +¢€,2) = 2mige + Az? + O(27™!) + O(€®) + O(ez) (%)
Entonces 5F
g(ao,o) = 2mig

de donde X también es suave en (apg,0). En conclusién, cada componente de X es una superficie
de Riemann.

Ademas m : X — D es un mapa propio. Para ver ésto, notar que si (a,2) € X entonces z es
un punto periédico de P3. Existe una constante M > 0 independiente de a € D tal que si |w| > M
entonces w € C — K. Luego para todo (a,2) € X tenemos que |z| < M.

Sea (otn,2,) € X sin subsucesiones convergentes en X, pero con a, — a € D. Entonces
(pasando a una subsucecién) z, 2 € Cy

0= F(ap,z,) = F(a, 2)

lo cual implica que (a, z) € X que es imposible.

Sea Y la componente conexa de X que contiene a (ag,0). Entonces m; : Y — D es también
propia y es facil ver con lo que hicimos arriva que el unico punto ramificado de m; es (o, 0). Esto
implica que Y es simplemente conexa.

Sea ¢ : D — Y un isomorfismo conforme que manda 0 a (ap,0). El mapa m 0 ¢ : D — D es un
cubrimiento ramificado con un dinico punto de ramificacién en 0. Entonces existe n > 1 tal que

T o @(d) = ap + Rayd™
Sea I' = m o ¢. Si ponemos I'(§) = I'(0)§ + O(62), por M tenemos que
0 = F(4(8)) = 2miqR4,0™ + AI'(0)96% + O(69™1) + O(6™ ™)
Es facil ver que esto implica n = g, y por lo tanto

—2miqRy
o)y = ———=
(0) A

Sea § € D* y o = ag + Rqy09. Entonces (o, P,(I'(d))) € X, y como tiende a cero cuado § — 0

debe estar en Y. Luego .
P,(T(6)) = T(e*™*a00)

para algtn k. Derivando a ambos lados es facil ver que k = 1. O

2.1.2. Control de una 6rbita periédica

Sea a = [a1,a2,...] un nimero de Brjuno. Es decir, el polinomio P, es linealizable en 0 y
denotamos por A su disco de Siegel. Es conocido que un tal polinomio es un punto de discontinuidad
para el conjunto de Julia en el espacio de pardmetros. Nos interesa estudiar en esta seccién y a lo
largo del trabajo un tipo particular de perturbaciones de éste.

Denotemos por p,, /g, = [a1, 82, ..., ar_1] las aproximaciones dadas por el desarrollo en fraccién
continua de a. Como vimos, los polinomios P, /,, tienen un punto fijo paraboélico en 0, y podemos
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controlar la aparicién de un ciclo periédico cerca de 0 mediante las funciones de explosién I',, =

PPn/an
Consideremos o, a distancia menor que R, = R,, /g, de pn /@n. Si d, es una raiz g,-ésima de

On, — Pn/qn, entonces
0n
Pn ( 1/‘171. >
n

es un punto periédico de periodo g, de F,,,.
Queremos encontrar un pardmetro a, como arriva, que ademas cumpla:

= P,, es linealizable en 0,
= P, tiene un ciclo de periodo g, cerca de 0 y
= o, tiende a a.

Una forma de hacer ésto es la siguiente. Sea A un entero positivo, truncamos la fraccién continua
de o de la siguiente manera:
an, =[a1,a2,...,8,-1,4,...]

Los coeficientes posteriores a A no son importantes por ahora y tenemos libertad para elegirlos.
Queremos que P,,, sea linealizable. Si § = [t1,ts,...] es otro nimero de Brjuno cualquiera, podemos
tomar entonces

Oy = [ao,a]_,... ,an_1,A+9] = [al,az,... ,an_l,A,tl,tg,...]

Es claro que a, tiende a a. La distancia de o, a p, /g, €s

(="
Qn(Qn(A + 9) + Qn—l)

_Pn
an

Para asegurarnos la existencia del ciclo periédico, necesitamos controlar cuan rapido tiende R, a

cero. Veremos mas adelante queo R,lz/  _ 1 de donde

1

S| v ————
il |A + 6]1/an

cuando 7 es grande. Por un lado vamos a dejar 8 fijo, y en lugar de A tomamos A?". De este modo,
bl ~ d
~— rande
nl ™~ T8
Es decir, para n grande, la distancia del ciclo periédico de P,,, es aproximadamente 1/A. Resumimos

ésto en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.3. Sean a y 8 nimeros de Brjuno. Para A > 1 entero denotamos por
A, = AT y ponemos
an = [01,82,...,8n-1,An,t1,t2,.. ]

Entonces, dado € > 0, existe A tal que para m suficientemente grande, P, tiene un ciclo
periodico contenido en D*(0,¢€).

2La funcién de explosién en un multiplicador racional 2 no estd univocamente determinada, pero todas ellas
difieren en la precomposicién con la rotacién de dgulo 27rk§ para algin £k =0,1,...q— 1.

16



Para la demostracién necesitamos ademaés conocer las propiedades asintéticas de las funciones
I',, cuando n — +00. Veremos en las secciones siguientes que todo punto limite de la sucesién 'y,
es un isomorfismo conforme ¢ : D — IN:

Demostracion. Sea C,, el conjunto formado por las raices g,-ésimas de o, — p,/g,. Por lo que

vimos antes )
Cp — Ca = {|z| - Z}

en la métrica de Hausdorft.
Para cada n, tomamos I';, una funcién explosién en p,/q, ¥y A, = I',(0). Sabemos que |A,| —
r(a) el radio conforme de A en 0, y que al normalizar de la siguiente forma

o0-r. ()

la sucesion de mapas ¢,, converge localmente uniforme al isomorfismo conforme ¢ : D(0,7(a)) — A,
que fija 0 con derivada uno.
Sea 6 > 0 tal que ¢(Ds) C D.j3. Como A,Cr — Crw, para n suficientemente grande tenemos
A

$n(AnCrn) =Tn(Cr) C D,

O

Notar que P,, también es linealizable en 0. Denotemos por A, su disco de Siegel. Como A,
debe esquivar este ciclo periédico cercano a cero, uno podria pensar que este ciclo restringe el
tamafio de A,. Como veremos en el préximo capitulo, esto no es tan asi.

2.1.3. Desigualdad de Yoccoz

Para estimar el radio R,, que estd relacionado con la derivada en 0 de las funciones I'y,
utilizaremos la desigualdad de Yoccoz. Esta relaciona el multiplicador de un punto fijo repulsor
con la cantidad de rayos externos que aterrizan sobre él.

Consideremos un polinomio ménico de grado d > 2

P(z) =2+ +ag

Suponemos aqui que el conjunto de Julia relleno Kp es conexo y que 2y es un punto fijo repulsor
de multiplicador A\. Como K, es conexo, tenemos que las coordenadas de Botcher estan definidas
en todo C — Kp. Es decir, existe un isomorfismo ¢ : C — Kp — C — D tangente a la identidad en
el infinito tal que ¢(P(z)) = (¢(2))%.

Decimos que R; es un rayo externo de dngulo t € R/Z si

R=¢ Yre?™ . r>1}
Notar que la accién de P sobre los rayos externos estd dada por

P(R:) = Ry

3De hecho para la demostracién necesitamos sélo la compacidad de la familia.
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La funcién de Green de Kp con polo en el infinito estd dada por G(z) = log |¢(z)| y por lo
tanto verifica G(P(z)) = dG(z). Notar que las semirectas 7e>™* con r > 1 son geodésicas en la
métrica hiperbélica de C — D, por lo que R es una geodésica en la métrcia hiperbélica de C — Kp.
Las curvas de nivel de G son ortogonales a los rayos externos y decimos que R aterriza en un punto
z € Jp si existe el limite

lim ¢~ (re®™™)
r—1
y es igual a z.

Para una discusién detallada de ésto recomendamos [24]. Para lo que sigue necesitamos del

siguiente resultado.

Lema 2.1.4. Supongamos que al menos un rayo externo peridédico aterriza sobre zOE. Entonces
la cantidad de rayos que aterrizan sobre zy es finita, son todos periddicos y con el mismo
pertodo. Mds aun, st numeramos los rayos de la forma Ry;) con los dngulos t(z) ordenados

0<t0)<t(l)<---<t(g—1)<1
entonces eziste un unico entero 0 < p' < ¢', tal que P(Ry;)) = Ry(;) con j =i+ p' mod ¢'.

De este modo si m = (p/,¢’) con p' = mp y ¢’ = mgq, tenemos m ciclos de rayos periédicos de
periodo g que se ordenan como una 6rbita de la rotacién de angulo %. Decimos que % es el numero
de rotacion combinatorio de zp.

Teorema 2.1.5 (Desigualdad de Yoccoz). Con las notaciones de arriba tenemos que

mg 2Re(T)
logd — ‘7_

2
_ P
2m q‘
donde T es una rama adecuada de log A.

logd
mgq

Es decir, para una elecciéon adecuada de 7, éste pertenece al disco de radio tangente al eje
imaginario en el punto 27rz'§.

El contenido de esta desigualdad es de naturaleza geométrica aunque no lo parezca a primera
vista. En efecto es una desigualdad entre médulos, &dreas y niimeros de vueltas. Para el lector

interesado incuimos un apéndice a este capitulo con la demostracién de la desigualdad.

2.1.4. Estimaciéon de R,,

En ésta seccién damos una cota inferior para R, (Ver [9]). Es facil ver que R,, < 1/g, necesi-
tamos entonces una cota que estime por debajo la velocidad con la que Ry, tiende a cero a medida
que q crece. Mas precisamente,

Proposicion 2.1.6. Eziste una constante C > 0 tal que para todo g = p/q se tiene

C
RQOZ?

En particular

: /g _
qETooRp/q =1

4No es necesario suponer qui que zo es repulsor.
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20 ¢

2mia

2my Bt
q1 log 2

mqi1

Figura 2.1: Estimacion de |a — ayp.

Demostracion. Sea ag = p/q y sea a € C, diferente de ay, tal que PJ tiene un punto fijo de
multiplicador 1.
Primer caso: ¢ =1

Esto es, P, tiene un punto fijo de multiplicador 1 y ag € Z. Si ponemos A = e*™*, entonces los

puntos fijos de P, son 0 y 1 — A, de multiplicadores A y 2 — A respectivamente. En cualquier caso,
debemos tener A = 1 de donde a € Z y en consecuencia |a — ag| > 1.

Segundo caso: g > 2:

Podemos suponer que oy € (0,1). Si Re(ar) ¢ (0,1) entonces |a — ag| > %. Podemos suponer
entonces que Re(a) € (0, 1).

Sea zo un punto fijo de P3 de multiplicador 1. Entonces zq es periédico de periodo k divisor de

g,y {20,%1,--.,2k—1} s un ciclo parabdlico.
Si zp = 0 tenemos que k =1y A? =1, de donde o = r/q para un cierto entero r. Luego
1
la —ao| > =~
q
Si no, 0 debe ser un punto fijo repulsor, esto es Im(a) < 0. Sean Rg, Ry, ..., Rq/_lﬁ los rayos

externos que aterrizan sobre 0 y sea 0 < p’ < ¢’ el tinico entero que verifica Py(R;) = Ri}p' mod q'-
Seam = (¢/,¢'), y denotemos por p; = p'/m y g1 = g¢/mH

Lema 2.1.7. Debemos tener ¢; < gq.

Asumiendo el lema podemos razonar como sigue. De la desigualdad de Yoccoz existe un entero
r tal que 2mi(a + ) pertenece al disco de centro

log 2
log2 , Py
mq Q1
y radio log 2/mg;. En particular
log 2 log 2
Re(a)—i—rE(&— & ,&—i—i)
1 2mTmgi g1 27Tmaq:

5Ordenados ciclicamente.
SEs facil probar que en grado 2 debe ser m = 1. Esto se deduce de que un conjunto de rotacién esta univocamente
determinado por su namero de rotacién combinatorio. Ver [25]
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Suponemos ahora que ¢; > 2. Como hay un sélo rayo fijo (estamos en grado 2), p; # 0 de donde

p1 puede tomar los valores 1,2,...,q; — 1. En cualquier caso, tenemos que
1 log2 1 log2
-8 <Re(a)+r<1——— &
1 27mqy 1 27mqy

de donde r = 0.

Podemos estimar entonces la distancia

1 2 log2\2 log2
o ag > L \/47r2 (2_&> . (&) _ log2
2m 9 mq; mq;

Tenemos que ‘2 —n> L
¢ @ = qa

de donde el lado derecho de la desigualdad es mayor o igual que

2T 1

¢ [/27\2 /log2\? log?2
e
qq1 mqi mqi

Un simple cdlculo muestra que poniendo C > 0 tal que

21\ 2 log2\2 log2
)+ () e
41 m m

2 2
(%) > us us
O ~ C
Si g1 = 1, entonces p; = 0 y tenemos que 27mia esta o bien en el disco de centro log2/m y del

mismo radio, o bien en el trasladado por 27z de ésteﬁ. En éste caso, es facil acotar la distancia entre
ay ag por C/q%. O

(%)

tenemos que

Demostracion del lema[Z174. Se utilizan nociones desarrolladas en [?].

Denotemos por Rg, Ry, ..., Rg, 1 los rayos que aterrizan en 0. Sean Si,S»,...,Sg las compo-
nentes conexas de el complemento de {0}URyU---URy, _1, de modo tal que 8S; = {0} UR;_1 UR;.
Podemos suponer ademas que el punto critico ¢y € S;.

Dado ¢, denotemos por S; el sector bordeado por la imagen (por P,) de 8S;. Afirmamos que
para 1 < ¢ < g1, Py : S; — S; es un isomorfismo. De hecho, S; C P,(S;). Como S; no contiene
al punto critico, cada componente de la preimagen de S; en S; debe ser simplemente conexa y se
mapea bijectivamente por P, sobre S;. Mas atn, como ningun rayo contiene al valor critico, P,
es 1 a 1 en el borde de cada componente. Esto implica que el borde de cada componente o bien
es 0S; o bien es la curva formada por dos rayos que aterrizan en la preimagen de 0. Es facil ver
que existe una componente cuyo borde contiene a 0.S; de donde debe ser igual a éste. Pero una tal
componente es igual a S;.

Sea ahora S; igual que antes pero para S;. Afirmamos que ¢; = P,(cp) € Sj. Si no, repitiendo el
argumento que hicimos arriva, tendriamos que P, : S; — S; es un isomorfismo lo cual es imposible.

Como c; € Sj para j > 1, ¢z € Sj = P,(S;), etc. Pero antes de volver a S; pasa por todas las
componentes S; de donde:

cada componente S; contiene uno de los puntos cg, c1,...,Cq,—1.

"Es decir, puede ser r =0 0 r = 1.

20



Figura 2.2: Esquema de los rayos externos cuando q; = 5,p; = 2.

Supongamos que zg es el punto del ciclo que contiene a ¢y en su cuenca parabédlica inmediata.
Como 2y v ¢g se pueden unir por una curva que no corte a J,, las imagenes z; y ¢; se pasean por
las mismas componentes S;, antes de volver a S;. Esto implica que k£ > g;.

Supongamos que q; = ¢, entonces g1 = k = ¢. Consideremos un rayo R que aterriza sobre
zo. Como zp tiene periodo ¢ y multiplicador uno, Pi(R) = R. Como 2 se pasea igual que las
componentes S;, el rayo R determina una érbita periédica de rayos, con el mismo ntmero de
rotacién combinatorio que Ry, ..., Ry, 1, lo cual es imposible por la unicidad de tales ciclos respecto
de su namero de rotacién. O

2.2. Apéndice

2.2.1. I-Comportamiento asintético de I'y,

En lo que sigue vamos a estudiar el comportamiento asinético de I'y, cuando g — « irracional.
El objetivo es probar que en caso de ser P, linealizable en 0, los mapas I'y = Iy, /,, aproximan a la
conjugacién linealizante. Esto serd de gran utilidad mas adelante para estudiar las perturbaciones
de un disco de Siegel. Por més detalles consultar [9], [4].

Lema 2.2.1. La familia {I'y, : p/q € Q} es normal.

Demostracion. De hecho probaremos que estd uniformemente acotada. Fijemos ay = p/q. En-

tonces para todo a que diste menos de Ry, < 1 de ap tenemos que Im(a) > —Rq, > —1. Luego
para todo z #0

|Pa(2

2]

)] > ‘|z| B efZWIm(a)‘
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por lo que los puntos periédicos de P, estan contenidos en el disco de centro cero y radio 1 + .
Como Ty, (8) es un punto periddico de Pt R, 59 tenemos [Too(6)] < 1+ e, O

Lema 2.2.2. Sea I' un punto limite de I'y/,, donde p/q LN € R. Entonces I'(D) C K.

Demostracion. Sino, existe un § € D y un n > 0 tal que
|PHT(5))| > 1+€
Como g — +00, tenemos que p/q + R,/,0? — a, de donde
D(27"2/9%) = Py r 52(D(3)) = P2(I(6)
y esto contradice que |T'p/q| < 1+ €. 0

Corolario 2.2.3. Sea p/q N a € R irracional, y sea T' un punto limite de I'y ;. Entonces,
= 510 es de Cremer para P,, I' = 0.
= 510 es de Stegel para P, con disco de Siegel A, T'(D) C A.

Demostracion. Como I'p/,(0) = 0 para todo p/g, cualquier funcién limite deja fijo al origen.
Ademas sabemos que toma valores en K, por lo que si 0 ¢ int K, la funcién limite debe ser
constante. De lo contario necesariamente toma valores en la componente conexa de int K, que
contiene a 0, que es A.

O

En lo que sigue denotamos por px/gr las aproximaciones dadas por el desarrollo en fraccién
continua de ¢ irracional.

Lema 2.2.4. Sea a € R wrracional, tal que P, tiene un disco de Siegel A en 0. Entonces la

suceston de mapas P}f}’: /g COTIVETGE uniformemente a la 1dentidad en compactos de A.

Demostracion. Sea ¢ : D — A un isomorfismo conforme que fija el 0. Para cada o’ € C definimos
for = ¢ 1 0o Py o ¢, que esta definida en un entorno del origen. Fijemos 7 < 1, y sea A, = ¢(D,).
Entonces P, deja invariante A, y como P, — P, uniformemente en compactos de C, existe
€ > 0 tal que si @' € D(a, €) entonces fo esta definida en D, y for(2) — €2™**z uniformemente en
D,. Més atn, la aplicacién (a', z) — fq(2) es analitica en D(a,€) x D,.
Podemos suponer que ¢ es suficientemente pequeiio de modo tal que

far(2)

eZ'/ra’z o

1‘<1, ze€D,

y tal que la aplicacién

fa'(z))

/ / o
(a',z) — u(a,2) = log <e2m’z

es analitica en un entorno de D(a,€) x D,. Observemos que u(a, z) = 0 para todo |z| < 7.
Definimos F, : H, — H dada por

Fu(Z)=Z +d + u(d,e?™%)
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Figura 2.3: Demostracion del lema.

donde )
H, = {Z € C:Im(2) > —%log(r)}

De este modo tenemos que
eZmF'a/(Z) — fa/(eZ'mZ)

Sea K > 0 tal que

(e, 2)

0]
‘ ¢ < K para todo (@, z) € D(a,¢€) x D,

dal

Asi tenemos que
lu(d/, 2)| < K|a' — af para todo (o, z) € D(a,€) x D,

Entonces tenemos que

Pk Pk ‘ K
E Z)—Z —-—=|<K|——-a| < —
pe/ar(Z) 0| = a0 =7
Esto implica que si Im(Z) > —log(r)/2m + K/qx, para m = 0,...,¢k F}:’Z/qk(Z) estd definida y
ademas K
mpy m
IZZ/%(Z) —Z- T < q%
Como la exponencial decrece distancias en el semiplano inferior, y — log(r)/27+ K /g puede elegirse
arbitrariamente cerca de cero eligiendo k grande y r cercano a 1, el lema est4 probado. U

En el préoximo capitulo vamos a precisar una versién un poquito mas general de este lema.
Bajo las mismas hipoétesis que en lema, supongamos que tenemos ademds una sucesién a, — Q.
Fijemos 71 < 7, < 1, y sean como antes A,, vy A,,. De la prueba del lema, sabemos que existe
n suficientemente grande, tal que Fy, : H,, — H estd definida y que existe una constante X > 0
(que depende de 73) tal que

|Fa,(Z) —Z — as| < Klap, —al, Z € H,,

Silm(Z) > % logry ! — mK|a, — o, tenemos que los primeros j = 0,1,...,m iterados de Z
estan definidos y pertenecen a H,,. Si m, es tal que m,|a, — a] — 0 cuando n — +o00, entonces
para n suficientemente grande: si Z € H,, entonces los primeros m,, iterados de Z estan definidos
y pertenecen a H,,.

En otras palabras, dados r; < 7o < 1, si n es suficientemente grande, entonces para todo
z € A,, tenemos que '

P, (z)elA,, j=0,1...,m,
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Lema 2.2.5. Sea a € R—Q tal que P, tiene un disco de Siegel A en el origen. Sea ¢ : D — A
un 1somorfismo conforme que fija el origen. Entonces

lim inf T, (px/qx) > |¢'(0)]
k—+o0

Demostracion. Consideremos como antes los mapas fo = ¢ ' 0 Py o ¢ con o' € C. Fijado r < 1
sabemos que existe un kg tal que si k > ko entonces f;}’: Ja esta definida en D, y toma valores en
D. Ademés tenemos que existe Ax # 0 tal que

5 (5) = 2+ At O

y vale la relacién

¢'(0)|
W = To(pr/qr)

Por otro lado tenemos

dk
z

29k+2 — pltae

de donde obetenemos que

1/qk
Ik 1
#0) < Talpn/a) (%) 7
T T

y entonces

im inf To (pe/qx) > 7|¢'(0)|

k—+oo
y haciendo r — 1 se obtiene el resultado. O

Teorema 2.2.6. Sea a € R — Q. Entonces st P, es linealizable en 0, cualquier punto limite T’
de la sucesion 'y =T'y, /g, €s un wsomorfismo conforme de D en A.

Demostracion. Tenemos que

T =1, tim T g (0 = lm 2768 Ry, jq,,["/% Talpr./ak) > I¢/(0)]

| ki;— 400

donde ¢ : D — A es un isomorfismo conforme. Pero entonces el mapa ¢t oI' : D — D fija el 0 con
derivada IV(0)/¢'(0) que tiene médulo mayor o igual que uno. Por el lema de Schwarz debe ser una
rotacién, y luego I' es también un isomorfismo. O

Corolario 2.2.7. Sia € R—Q es tal que P, es linealizable en 0 y px/qr son las convergentes
de la fraccion continua de o, se tiene que

im To(pe/qe) = r(a)
k— 400

donde r(a) es el radio conforme de A en 0.

Observar que el resultado es cierto también para los polinomios de Cremer si definimos 7(a) = 0.
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Figura 2.4: K para P(z) = Az 4+ 22 con A ~ 0,95945: — 0,55267

2.2.2. II-Prueba de la desigualdad de Yoccoz

La desigualdad de Yoccoz la utilizamos en la estimacién de R,,. En ésta seccién damos un
prueba de la misma, por mas detalle se puede consultar [I6]. La notacién que usaremos aqui es la
misma que la utilizada en la seccién

Existe una tnica funcién k : C — C holomorfa, con k(0) = zg, &'(0) = 1 y tal que x(Az) =
P(k(z)). Méas atn k estd dada por

()= Jim P (55 + =)

Sea K = k~}(Kp). El conjunto C — K es invariante bajo multiplicacién por A y su imagen por
k es claramente C — Kp.

Lema 2.2.8. Sea U una componente de C — K. Entonces k : U — C — Kp es un cubrimiento
universal.

Demostracion. Veamos que U es simplemente conexo. Para esto basta probar que K mno tiene
componentes acotadas. En efecto si Ky es una tal componente, entonces existe un n > 0 tal que
A~"K, esta contenido en un entorno de 0 donde k es un homeomorfismo. Pero ésto nos daria que
Kp no es conexo.

Para ver que k restricta a U es un cubrimiento, tomemos un disco W € C — Kp. Sea wg € W
y 2o € U tales que k(z9) = wp. Si ponemos w, = k(A "2p), tenemos que P™(w,) = wy. Como el
conjunto poscritico de P estd contenido en Kp, para cada n existe una rama de la inversa de P"
definida en W que manda wp a w,. Denotamos por g, tales inversas. No es dificil probar que

pw(w) = lim A*(gn(w) —29), weW
n—-+oo
existe y define una rama de la inversa de k. U

Definimos la funcién G : C — R como G = G o k. Como el semiplano H = {u + v : u > 0}
cubre con la exponencial C — D, podemos levantar el mapa ¢y : U — C — Kp dado por ¢y = ok,
a un mapa ¢y : U — H. Es facil ver que ¢y es un ismorfismo; denotamos por ¥y su inversa.
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Figura 2.5: Los mapas ¢,¢3U y la equipotencial de valor ¢ en cada caso.

Notar que si z € U tenemos que G(z) = Re(dy(z)) por lo que las equipotenciales de G en U se
corresponden con las rectas verticales de H.

Lema 2.2.9. Eziste ¢ > 1 tal que AU =U.

Demostracion. Supongamos que todos los iterados de U por multiplicacién por A son disjuntos.
Si consideramos el toro T = C — {0}/(A) y la proyeccién canénica 7w : C — {0} — T, tenemos que
T es inyectiva en
U'=J AU
nez
Para cada n denotamos por C, = {|z| = |A\|*}. Como G es estrictamente positiva en U’ y tiende a
cero en el borde, tenemos que
m= mix G(z)>0

zeU'NCo

se alcanza en algin punto 2’ € U’ N Cy. Podemos suponer que 2’ € U.
Siw € H es tal que Re(w) > md"™, entonces |9y (w)| > |A|”. En efecto tenemos que

& (W)f\i@) _ C";(#fdzi(z)) >

m

Sea Yy(w') = 2’ con w' = m + ' € H. La métrica hiperbélica de U se corresponde con la
métrica hiperbélica de H que esta dada por |dw|/Re(w). Como la equipotencial G = m es tangente
a Cp en 2/, la recta vertical Re = m es tangente a la imagen de Cy por ¢y. El segmento de geodésica
[w', w' + md™] corta a la imagen de C,, porque ésta se encuentra en la regién {Re < md"}. De este
modo la distancia hiperbélica en U de Cy a C,, es menor o igual que nlogd.

Por otro lado en T tenemos la métrica plandd inducida por |dz|/|z| en C — {0}, que a su vez
es la inducida por la métrcia euclidea en C por el mapa exponencial. Si consideramos los anillos
An = {AI" < |z| < |A|"T1}, tenemos que

Area (mr(UNA,)) — 0

8La muliplicacién por A es una isometria con esta métrica.
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nlog|A]  (n+1)log|A| R

Figura 2.7: Relacién entre L, v ay.

o lo que es lo mismo, el drea en C — {0} de U N A, tiende a cero.

Si Up es una preimagen de U por la exponencial, tenemos que Uy es simplemente conexo. Los
anillos A, se levantan a las bandas verticales B,, = {nlog || < Re(z) < (n+1)log |A|}. Por lo tanto,
lo anterior se traduce en que el area euclidea de Uy N B,, tiende a cero. En Uy la exponencial es una
isometria en las métrcias hiperbélicas, y como mostraremos en un lema a seguir tenemos la siguiente
desigualdad: si L,, es la distancia hiperbdlica en Uy entre Re = nlog|A| y Re = (n+1)log ||, v an
es el area euclidea de B, N Uy, entonces

(log [A])?

L, >
"= 4q,

Luego L, — +00, de donde

disty (Co, Cr) S 400
n

Pero esto contradice que este niimero estd acotado por logd.
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Terminaremos ahora la demostracién del lema con otro lema.

Figura 2.8: Relacién entre L y a.

Lema 2.2.10. Sea U un dominio hiperbolico y simplemente conezo que corta las rectas ver-
ticalesz =0 yz =1, conr > 0. Sea a el drea euclidea de UN{0 < z < r}. Entonces L, la
distancia hiperbdlica en U entre z =0 y ¢ = r, cumple

2
L>"

IS
Q

Demostracion. La demostracién se basa en el siguiente hecho. Si v : [a,b] — U es una curva
diferenciable, y si £y () denota la longitud hiperbélica de y en U, entonces

|dz|
. d(z,00) 2y (7)

Para cada = € [0,7] denotemos por £(z) la longitud euclidea del segmento U N {Re = z}.
Entonces a = [j {(z)dz. Sea J € [0, 7] el conjunto de los z tales que £(z) < 2a/r. Entonces

T 2a
o= /0 ¢(z)dz > /[O’T}_Jé(a:)da: > (r - 1)=

de donde deducimos que |J| > 7/2.
Sea 7 : [0,7] — U una curva que une z = 0 con z = r. Entonces para cada z = ¢ + 1y € v
tenemos que d(z,0U) < £(z)/2, de donde

|dz]| |dz| r r2

‘ZU("Y)Z 7@_ () | |_ A

O

Sea q¢ > 1 el periodo de U. Es facil ver que podemos elegir el levantado q?)U de forma tal que la
multiplicacién por A? en U se corresponda con la multiplicacién por d? en H. Vemos entonces que
U/(A?) es un anillo en T de médulo 7/q logd.

Sea 7 la tnica geodésica cerrada de U/(A?). Podemos levantar v a 4 geodes1caE en U invariante
por A?. Sea R la imagen de 4 por k.

®Para la métrcia hiperboélica de U.
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Como 4 es invariante por A? vemos que G no esta aotada en 4; o lo que es lo mismo ¥ se
corresponde con una geodésica en H que no tiene parte real acotada. Esta debe ser entonces una
recta horizontal. Es decir R es un rayo externo.

Una parametrizacién de 4 por longitud de arco est4 dada por lo siguiente: 4(s) es el punto de
corte de 4 con la equipotencial {C';Y = e°}. Otra vez por la invarianza de 4 bajo la multiplicacién
por A? vemos que 4 tiende a cero cuando s — —oo, de donde R aterriza en zy. Ademés como
MUNU =0 parai=0,1,...,q — 1 vemos que R tiene periodo gq.

La cantidad de rayos externos que aterrizan sobre un punto fijo es finita, y son todos periédicos
con el mismo periodo. Esto muestra que la cantidad de ciclos disjuntos formados por las compo-
nentes U debe ser finita y que son todas de periodo g. Es decir, en T, obtenemos m anillos disjuntos,
las proyecciones de cada ciclo, de médulo 7/qlogd.

Mas atn, tenemos que si Uy, ..., U;—1 es un tal ciclo, entonces AU; = U, p (mod ) Para el mismo
p de los rayos externos.

Para concluir la prueba de la desigualdad, nos hace falta un tltimo ingrediente: el niimero de
vueltas de un anillo encajado T. Para dar la definicién veamos al toro como cociente de C por un
latice A. Decimos que un anillo encajado A C T da w € A vueltas alrededor del toro si al levantar
la geodésica cerrada de A en un punto z, ésta termina en z + w.

En nuestro caso, al considerar el mapa exponencial de C en C — {0} vemos que T es el cociente
de C por el latice generado por 27t y 7, donde 7 es un logaritmo cualquiera de .

Lema 2.2.11. Para una eleccion adecuada de T, el anillo U/(A) da g7 — 2pme vueltas alrededor
de T.

Demostracion. Denotemos por A al anillo U/()). Las preimagenes de A por la exponencial son

g—1
exp ! <U Ui) = U U;
i=0 i€Z
Podemos suponer que las componentes U] estan indexadas de modo tal que en la banda {2k7m <
Im < 2(k + 1)}, estdn las componentes U;, . con 1 =0,1,...,¢9 — 1, que exp(U;) = U; (mod q)» ¥
que si k < 7 < h la componente UJ’- separa Uj, de Uj,.
De este modo como AU; = Uy (mod q), Para cada 7 logaritmo de A existe un [ € Z tal que si
z € U; entonces z + 7 € Uj, ,,;,- Como trasladando 7 por £272 sumamos =+1 a I, podemos elejir 7
de forma que [ = 0. Fijemos dicho 7.
Entonces si z € U} tenemos que z+q7 € U;,q, de modo que z+q7—27pt € Uy. Seay: [0,1] — A
la tinica geodésica cerrada en A y sea 4 su levantado en U]. Si z = 4(0), entonces 4(1) = z+g7+2kmi
para algun k € Z. Pero como este k es tinico y el mismo para todo z € Uy tenemos que k = —p. O

Por dltimo observemos lo siguiente. La proyeccién 7, : C — {0} — T, donde Ty = C — {0}/(X9)
induce un mapa h : T; — T tal que my = m o h. Ademéas como AUy N Uy = 0 para i # 0 (mod q)
tenemos que h : Up/(A?) — A es inyectiva y por lo tanto un isomorfismo conforme. Luego el médulo
de A es 7/qlogd también.

Para finalizar la prueba, notemos que tenemos m anillos Ay, ..., A,, encajados en T, con
T
mod(4;) =
(4:) qlogd

vy que dan w = g7 — 2pme vueltas al toro. La desigualdad de Bers establece que en esas condiciones
m
Zmod(Ai) < ——
i=1

Como Area(T) = 2w log|A| = 2wRe(7) obtenemos la desigualdad de Yoccoz.

29



Capitulo 3

Perturbaciéon de discos de Siegel

3.1. Estimando la perdida de area

3.1.1. Enunciado del Teorema
El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado,

Teorema 3.1.1. Sean o = [ay,a2,...] ¥ 8 = [t1,t2,...] numeros de Brjuno. Para A > 1 entero
denotamos por A, = A" y

an =[a1,82,...,8n-1,An,t1,t2.. ]

Entonces, para todo abierto U C A

lim inf densy (A,) >

n—-+oo

N | —

La notacién arriva es la siguiente. Si U y V' son conjuntos medibles de C, con 0 < m(U) < o0,

entonces
m(V NU)

m(U)

Como dijimos antes, P,, es linealizable en 0 con disco de Siegel A,. Aqui A/ es el disco de
Siegel de P,,, restricto a A. Esto es, Al es el mayor abierto y conexo contenido en A en donde P,
es conjugado a la rotacién.

El truco estd en conseguir un conjunto incluido en Al con la propiedad que buscamos. En
A es naturalmente mas facil trabajar en las coordenadas donde P, es la rotaciéon por e?™**. Es
decir, dado un isomorfismo ¢ : D — A, considerar los mapas ¢! o P, o ¢. Las funciones de
explosién I'y,, segln vimos en el capitulo anterior, son una buena aproximacién al mapa ¢. Sera
conveniente trabjar en las coordenadas inducidas por las I',,. En particular por su relaciéon con la
Orbita periddica, que limita el tamafio posible del disco de Siegel Al,.

Denotemos por

densy (V) =

o Pn (_1)n
€p = Oy — — =
dn Qn(Qn(An + 9) + anl)
Como vimos antes )
{ an P
nll)l—il—loo |En| A
Para r < 1 definimos .
Z n
Xn('r):{z'G(C m Ssn}

30



Figura 3.1: Los discos A y A,, paraa =60 =

Figura 3.2: El conjunto X, (7).
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1
En/ an

Figura 3.3: El conjunto X,(r).

rdn
T4 + |€n|
ésimas de €,. Los puntos de mayor médulo de X, (r), tienen médulo igual a r y argumento igual
a

donde s, = El conjunto X,(r), tiene una forma estrellada que esquiva las raices g,-

2k
Ty 2™ k=01, ,q,—1
dn an
. , . 2Tk
Andlogamente los puntos de menor médulo tiene argumentos — para £ =0,1,...,q, — 1.

n
Para todo abierto U de D,, tenemos que

lim inf densy (X, (r)) >

n—-+oo

N =

El conjunto X, (r) es entonces el candidato que buscamos. Como todo punto limite de la sucesién
I',, es un isomorfismo de D en A, el teorema resultara de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1.2. Para todo r < 1, si n es suficitentemente grande, el disco Al contiene a
T (Xn(r))-

Trabajaremos entonces con los mapas F,,, en las coordenadas inducidas por I',. Es decir, vamos
a considerar los mapas
-1
fa=T 0Py, 0Ty

Estos estan definidos en un entorno de 0. Un primer paso es observar lo siguiente:

Lema 3.1.3. Para todo 71 < 72 < 1, st n es suficientemente grande, para todo z € D,, los
primeros g, iterados de z por f, estdn definidos y pertenecen a D,,.

Demostracion. Fijemos r1 < 7o < 1, sea ¢ : D — A un isomorfismo conforme y denotemos
por A,, = ¢(D,,) para = = 1,2. Entonces si n es suficientemente grande, tenemos que para todo
z €N, P, (2) €, paraj =0,1,...,q.

Esto es porqu

1 1
< 4+ ——>0 sin— 4+
- qn(An"i_e)"i_anl dn

qnlon — af

'Recordar el comentario que hicimos después de la prueba del lema ??
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Por otro lado, todo punto limite de I',, es ¢ pre-compuesto con una rotacién. Entonces para
todo par 7 < r < 1, si n es suficientemente grande, I',, es inyectiva en D, y A, C ['y(D,).
Analogamente si 7 < 7’ < 1, entonces I',(D,) C A,.

Tomamos 71 < 7 < 7' < ro < 1. Para n suficientemente grande, I',, es inyectiva en D,., y ademaés

T'n(Dr,) C Ay C Ap CTr(Dry)

En particular (tomando n mas grande si es necesario) para todo z € D,,, los primeros gy,
iterados de w = I',(2), Pi,(w) € A,.. En particular podemos definir f, : Dy, — D,,. O

La estrategia de la demostracién es la siguiente. Podemos agrandar r si es necesério, asi que
1 . . .
suponemos que 2 < ry < 1. Si tomamos r; < 7o < 1, probaremos que si n es suficientemente

grande, entonces la érbita de todo punto z € I', (X, (1)) permanece en I',,(D,,) C A. Esto impli-
card automaticamente, que I',(X,(r1)) C A'.
En las coordenadas inducidas por I',, esto se escribe asi:

A

Entonces para n suficientemente grande, la drbita por f, de todo punto z € X, (r1) es infinita
y permanece en D,,.

La idea es comparar la dindmica de f2" con la dindmica del tiempo uno de un campo vectorial
adecuado. Este campo es construido en base a los conjuntos X,(r), de forma tal que éstos son
invariantes por el flujo de dicho campo. La idea es simple, pero los célculos son un poco engorrosos.

Una vez hecha la aproximacién, la prueba continua de la siguiente manera. Tomemos un punto
z € Xp(r2). Unimos éste con el 0 por una curva, de forma tal que ésta y su imagen por f7* (que
estd cerca de la imagen por el flujo) sean disjuntas. Podemos unir los extremos de éstas por otra
curva, de forma tal que éstas determinan un sector triangular dentro de X, (72).

Tomamos un 73 con r; < r3 < 79. Los puntos de este sector que estan en X, (r3) tienen, para
n suficientemente grande, bien definido un mapa de retorno al sector.

" (2)

Figura 3.4: El mapa fi" renormalizado, en coordenadas que alizan los X, (r).

Al identificar los bordes del sector por la dindmica de fi", obtenemos una superficie (no
tomamos en cuenta el origen), cuyo interior es una superficie de Riemann isomorfa a D*. El mapa
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de retorno baja a este cociente, y se extiende a un mapa holomorfo (definido en un abierto de D
que contiene a 0) que fija el origen con derivada e 2"®. Este es el renormalizado de fi".

Sabemos que el mapa renormalizado tiene entonces un disco de Siegel, cuyo tamaio es compara-
ble al dominio de inyectividad del mapa (en nuestro caso éste coincide con el dominio de definicién
del mapa). Unas comparaciones mas, nos permiten mostrar que los puntos de X, (r;) en esta iden-
tificacién, se acercan mas rapido al origen (al crecer n) que lo que decrece el tamafio del disco
de Siegel, equivalente al tamafio de X, (r3). Esto implica que, para n grande dichos puntos estan
en el disco de Siegel, y por lo tanto tienen 6rbita infinita por el mapa renormalizado. Como este
ultimo es un mapa de retorno (y los iterado intermedios hasta el retorno los podemos controlar),
concluimos el teorema.

La importancia del campo es auxiliar. Este nos permite hacer las estimaciones para que la
construcciéon funcione correctamente. Sin embargo muestra claramente (ya que los conjuntos X, (r)
son invariantes por el flujo) que és lo que estd pasando. Por dltimo mencionamos que los calculos
(v de hecho la construccién entera) los haremos en las coordenadas de un cubrimiento universal
donde el campo toma un aspecto sencillo.

3.1.2. Comparando la dinAmica con un campo vectorial adecuado

Construccion del campo y de las coordenadas adecuadas

Supongamos por comodidad que n es par de forma tal que €, > 0. El conjunto X,(r) puede
parametrizarse de la siguiente manera. Tomemos a € R que determinaremos después. Para 0 < s <
S, podemos poner

zin
Xn(T,S) - {ZG(C m :5}
de modo que X, (r) = U Xn(r,s). Para cada s podemos parametrizar X, (7, s) poniendo
0<s<sn
Z(t)qn _ gp2miat
z(t) —€p

Es facil ver que z(t) verifica la ecuacién

orai

= 6(z) = T alen - 27
Enqn

El parametro a sblo determina la velocidad con la que recorremos el conjunto X, (7, s). Lo que
vemos de ésto, es que el conjunto X, (r) es invariante por el flujo generado por £2. Lo primero que
haremos es ver que para a elegido correctamente, el tiempo 1 de este flujo aproxima bien el mapa
fa"

Elegimos a para que fi" y el tiempo 1 del flujo de £2 tengan la misma derivada en 0. No es
dificil ver que éstas valen

2TiQnqn 2mi 2

e y e Tan

respectivamente. Como g,0, = qn€, + Dpn, podemos tomar a = enqi.
De ahora en mas fijamos este valor de a, de modo que

fn(z) = 27r7;an(En - ZQn)
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VE—1

Figura 3.5: Trayectorias del campo &,, para a = § = ,nm=4y A=3.

2

Serd mas fécil trabajar en coordenadas donde £, sea lo méas simple posible. Para ésto, notemos
que para todo r < 1 el conjunto X,(r) C 2, donde

qn
Qn::{zeC:LED}

29 — €,
El conjunto ,, es simplemente conexo e invariante por el flujo de &,,. El mapa p, : 2, — D dado
zn
por p,(2) = pres— es un cubrimiento ramificado de grado g, con un tnico punto de ramificacién
n — en
en 0.

Sea ¢, : D — Q,, un isomorfismo conforme. Entonces p, o ¢,(2) = 29*. Es decir, si ¢, : Q, —» D
denota la inversa de ¢,, tenemos que

(¥n(2))* =

2In — €,

zin

Como antes, sean a € R y 7, : H — Q,, — {0} el cubrimiento universal de §2,, dado por

Wn(Z) — ¢n <627riaZ>

Vamos a determinar a para que el pull-back de ¢, por 7, sea 7§ = 1. Es facil calcular
a
m(Z) = - ta(ma(2))

n-n

de donde 7€, (2) = w, y tomamos a = gn€,. Es decir,
a

T H = Q, es m,(2) = ¢n, (eZWiqnenZ> yrié, =1
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Luego en H, el tiempo 1 del flujo se corresponde con la traslacién Z — Z + 1. En lo que sigue
vamos a estimar la diferencia entre fr"™ y el tiempo uno de £, trabajando en estas coordenadas. En
éstas, los conjuntos X, (r) se levantan a los semiplanos

Hp(r) ={Z €e H:Im(Z) > 7,(r)}

1 1
donde 7,(r) = - log (1 + %) Es facil ver que lim,,_, ;oo %/Tn(r) = o Por lo que 7, (7) crece

2meng?
exponencialmente répido respecto de g,. Notar que si r; < ro < 1 entonces 7,(r1) — 7,(r2) — +00

cuando n — +o00. Esto sera clave més delante, cuando comparemos la velocidad con la que crecen
Tn(7) vy el dominio de definicién del mapa de retorno. Necesitaremos también la siguiente

Definicién 3.1.5. Decimos que una sucesién de reales positivos z, es subexponencial respecto de
qn, Si
limsup @z, <1

n—-+oo
Si y, crece exponencialmente respecto de ¢, v z, es sub-exponencial, entonces es claro que
Yn — Ty, — +00.
El siguiente lema establece basicamente, que podemos levantar los mapas f2" y f~* ' mediante
T,. Nos da también las primeras estimaciones referentes a estos mapas.

1 ) .
Proposicion 3.1.6. Sea — < r < 1. Paran suficientemente grande, existen mapas holomorfos
F,,G, : H,(r) — H tales que:

= Wnan:f'g.no"rn Y TpoGp = 'g.n_lo"rn

s F, y G, conmutan con la traslacion Z — Z +

dn€n

» Cuando Im(Z) — +oco0 tenemos
Fo(Z2)=Z+1+40(1) y Gn(Z2)=2Z — (A, +0)+0(1)
s Mds aun, existe una sucesion B, sub-exponenciale respecto de q,, tal que

sup |Fn(Z2)-Z-1<B, y sup |Gp(2)-Z+ A.+6|<B,
Z€Hn(r) Z€Hn(r)

El altimo punto es el que més no importa. Para el mapa G, es todo lo que necesitamos;
como T,(r) crece exponencialmente, la estimacién de arriva nos garantiza que al aplicar G,, a un
punto de H,(r1), la parte imaginaria no decrece lo suficiente como para escaparse de H,(r2) (para
ry < 1o < 1).

Sin embargo, la estimacién para F,, es insuficiente. En primer lugar porque para construir el
mapa de retorno, luego de aplicar G,,, vamos aplicar F,, y no sabemos cuantas veces (4, — +00). Y
en segundo lugar, la construccién que haremos depende del hecho de F, estar cerca de la rotacién.
En nuestro caso es Z — Z + 1.

1
Proposicion 3.1.7. Sea 2 < r < 1. Entonces,

sup |Fn(Z2)-Z—-1—0 vy sup |F,(Z)-1—0
ZcHp(r) ZcHnp(r)
cuando n — +00.

Probaremos ambas proposiciones en la seccién B4l no son dificiles pero los calculos nos
desviarian un poco de la idea central de la prueba.
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. F(2) } u(Re(2))

Figura 3.6: El lema.

Construccion del mapa de retorno

Nuestro primer paso serd probar lo siguiente,

1 . .
Proposicion 3.1.8. Sean — < r <71’ < 1. Sin es suficientemente grande, entonces para todo

Z € Hyp(r), existe un entero j(Z) tal que
= para todo j < j(Z) tenemos que Fio G,(Z) estd definido y pertenece a Hy(r').
= Re(F1%) 6 G,(Z)) > Re(2).

Para ésto necesitamos controlar los iterados de F),. El siguiente lema indica la forma en la que
vamos a controlar F,,, después necesitaremos probar que se satisfacen las hipétesis del mismo.

1
Lema 3.1.9. Supongamos que eziste u : R — (0,5ﬁ una funcion tal que logu es E—Lz’pschitz
y que F : H — C verifica
|F(Z) — Z — 1] <u(Re(2))

Sea M\ el grdfico de una primitiva de —2u. Entonces st Z € H estd por arrwa de A, F(Z)
también estd por arriva de A.

Demostracion. Denotemos por U la primitiva de —2u cuyo grafico es A. Sea Z =z + 1y € H que
estd por arriva de A. Si ponemos F(Z) = X + 1Y, entonces X € (z+ 1 —d,z + 1+ ). Para todo

140
t € [z,z 4+ 1+ 6] tenemos que logu(t) > logu(z) — % Luego el incremento en U es

z X 146
Uz) — U(X) = /X _ou(t)dt = 2 / u(t)dt > 2u(z)e (X — )

>2(1—8)e T u(z) >2(1L-d)e 3 (y-Y)
1
Para ¢ chico, por ejemplo menor que 10’ tenemos que 2(1 — 5)6’% > 1. Luego

Y -UX)>y—U(z) >0

O

Notar que si denotamos por AT y A~ los graficos de las primitivas de 2u y —2u respectivamente,
el lema también vale para A™. Es decir, si Z esta por debajo de A", entonces F(Z) también.
En nuestro caso tenemos,

26§ suficientemente chico.
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g 1 ‘ ‘
Lema 3.1.10. Fyemos 2 <r < 71" <1 Paran grande, eriste una funcién u, : R — (0,6,)
tal que

(a) |Fr(Z) — Z — 1| < up(ReZ) para todo Z € Hy(r').

(b) 6, — 0 cuando n — +o00.
1
(c) logu, es E-Lipschz'tz.

Sabemos entonces que si el punto G, (Z) esta por arriva (resp. por debajo) de A,, (resp. A;}), sus
iterados por F, permanecen en la misma situacién. Necesitamos entonces estimar cuanto decrece
o crece el grafico A,

Lema 3.1.11. La sucesion

Re(Z)
C, = / 2u,,(t)dt
Re(Gn(2))

es sub-exponencial respecto de q,.
Con todo ésto podemos ahora probar

Demostracion de la proposicion [T 1.8 Tomemos n suficientemente grande para que:

. 1
(1) 671 < 1_01
() To(r') < T(r) — By — Cr — 1—10 y

(iii) las funciones u, verifiquen (a),(b),(c) y la tltima estimacién de arriva.

Figura 3.7: El mapa de retorno.

Sea Z € H,(r). Entonces sabemos que
Im(Gn(Z)) > alr) - By

Sea AA,, es el grafico de una primitiva de —2u,,, que podemos suponer pasa por el punto (Re(G,(Z2)), T.(r)—
B,,). Luego A, tiene pendiente negativa y corta a la recta vertical Re(Z) en una altura superior a

Tn(r) — B, — Cp,
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Mientras un iterado de G,(Z) por F, tenga parte real menor que Re(Z), podemos iterar una vez
mas. Como

Re(F(2)) < Re(Z) + -

existe un ultimo iterado que tiene parte real menor que Re(Z). El siguiente iterado tiene parte
imaginaria mayor que 7,(r'). Este es el iterado j(Z) que buscamos. O

3.1.3. Renormalizacion

El objetivo de ésta seccién es demostrar lo siguiente.

1 . .
Proposiciéon 3.1.12. Sean 2 < 11 < 1y < 1. Para n suficientemente grande se verifica lo

siguiente. Dado un punto Z € Hy,(ry), existe una sucesion de enteros {js}¢>0 tal que para
todo £ y todo 0 < 5 < 74, estd definido el iterado

F,ZoGnoF,Zlfl oG’no---oF,{1 oG’nonO(Z)
y pertenece a H,(r2).

La prueba se basa en el método de renormalizacién de Douady-Ghys-Yoccoz.(Ver [10, [36].

Construcciéon de una superficie de Riemann

La construccién que vamos a hacer se basa en el hecho de que el mapa F, estd cerca de la
rotacién. Empezaremos viendo algunos lemas en el caso general.

Consideremos un mapa F : H — C univalente y cercano a la rotacién de dngulo o € (0, 1)@:
existe 0 < § < 1/2 tal que

F(Z)-Z-a|<ad y |F'(Z) -1 <3

Ademas supondremos que F' conmuta con la traslacién y que es tangente a Z + o en el infinito.
Esto es, existe u : H — C, Z-periédica con

FZ)=Z+4+a+u(Z) y wu(Z)— 0cuando Im(Z) — +oo

Lema 3.1.13. Consideremos la recta £ = iR. La union de las curvas £ U F(£) U [0, F(0)] es
el borde de un dominio de Jordan U. El cociente de pegar £ con F(£) a travez de F' es una

. N . . . . .
superficte con borde homeomorfa a D", cuyo interior es una superficie de Riemann tsomorfa
a D*.

Demostracion. Veamos que U esta bien definido. Para empezar, como |F'(Z)—1| < § tenemos que

la tangente a la curva F'(£) forma un dngulo con la vertical menor o igual que arcsin(d) < 55 < 1

N . -T T
Esto implica que F'(£) corta a una recta, de dngulo con la horizontal entre = y 7 a lo sumo una
vez.

3En las condiciones de mas abajo es facil ver que F' se extiende inyectivamente a H.
4En esta seccién a no tiene nada que ver con el que teniamos antes.
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Figura 3.9: El mapa H.

0 ad

Figura 3.8: Estimaciéon del angulo.

Como |F(Z) — Z — a| < ad, el segmento [Z, F(Z)] forma un angulo con la horizontal menor o
igual también que % En particular el segmento [0, F'(0)] corta a F'(£) sélo en F(0).

Del mismo modo, los segmentos [Z, F'(Z)] cortan a las rectas, de d&ngulo con la vertical entre _Tﬂ y

%, a lo sumo una vez. Esto implica que [0, F(0)] corta a £ sélo en 0. Ademés es claro que £ y F(¥£)

no se cortan. Luego £U F(£) U [0, F'(0)] es una curva de Jordan que bordea un dominio de Jordan
Uu.

El segmento [Z, F(Z)| corta a £ U F(£) sélo en Z y F(Z). Tampoco puede cortar al segmento
[0, F'(0)] como se muestra en el dibujo. Luego [Z, F(Z)] C U.

Denotemos por S={Z =z +1y:0 <z < 1,y > 0} la banda vertical en H, y consideremos el
mapa H : S — U dado por

H(z,y)=(1-2)-Z+=z-F(Z), con Z =iy

Es decir, H mapea el segmento [2y,1(y +1)] en el segmento [Z, F(Z)]. El diferencial de H esta dado
por

Fi(tay) azFy(toy)
Fy(iay) —ay azFsy(tay) + (1 —z)a

donde hemos puesto F' = F} + 1F5. Entonces

DH — ald — 5 (.'Lay) —a aa:Flly(zay)
Fy(iay) —ay azFhy(iay) —az

Recordando que Fiy = —Fb;, Foy = Fiz, y las hipétesis hechas a F', vemos que |[DH — ald|| <
ad < a/2, que a su vez implica que H es inyectiva.
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Figura 3.10: Estructura analitica de V.

La imagen de H es un abierto conexo contenido en U/, que tiene el mismo borde que Y. Luego
H es un homeomorfismo de S en U.

Sea q:U — U/F :=V el mapa cociente. Como F(H(Z)) = H(Z + 1), tenemos que H induce
un homeomorfismo Hp : S/T ~ H/Z — VE Concluimos de aqui que V es una superficie con borde,
homeomorfa al cilindro H/Z. El borde es precisamente ¢([0, F(0)]).

Por otro lado tenemos

Z—Z - % - (F(iay) — iay + az(F'(iay) — 1) + a)
g—g = % - (F(iay) — iay — az(F'(iay) — 1) — a)
de donde 5H
57 a‘ < ad
g—g <ad

De ésto podemos estimar el coeficiente de dilatacién de H,

‘8H/8Z‘< o |

8H/8Z| = 1-6

Como 0 < § < 1/2, vemos que H es quasiconforme, con un coeficiente de dilatacién que sélo
depende de d. Esto prueba que Hr es quasiconforme también.

Como F es analitica, V el interior de V, hereda una estructura de superficie de Riemann (ver
dibujo). Es quasiconformemente homeomorfa a H/Z ~ D*, lo cual implica que es conformemente
equivalente a ésta. O

SAqui T es la traslacién Z — Z + 1.
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Volviendo a nuestro caso concreto, tomemos n suficientemente grande para que F), esté definida

1
en 1m(Z) > 7a(r2) -~ 15, ¥ que

1 1 1
|F(Z2) -2 -1 <6, < o7 |Fl(Z) -1 <6, < 1o Para Im(Z) > a(r2) — o
Sea Zy = Xy + 1Yy € H,(r1). Vamos a construir una superficie de Riemann mediante F, de la
mismal] manera que arriva. Necesitaremos hacer otras consideraciones para mas adelante, pero la
construccién es exactamente la misma.
Consideremos el punto
. 1
Pn = Xo +1 <Tn(7'2) — E)
Unimos la recta £, = {¢¢t : ¢ > Im(P,)} con su imagen F,(¢,) por el segmento [P,, F(P,)] para
formar una curva de Jordan que encierra una regién simplemente conexa U,, C C.
Si identificamos en U, mediante F}, los puntos de £, con los de F, (£,), obtenemos una superficie
con borde que denotamos por V,. Sea ¢, : U, — V, la proyecciéon candénica. Como F,, es analitica,
el interior de V,,, que denotamos por V,, es una superficie de Riemann isomorfa a D*.

Bosquejo de lo que sigue

En lo que sigue vamos a construir el renormalizado de F},. Tomemos r; < 73 < 7o y consideremos
el punto

. 1
P,=Xo+i <Tn(7"3)+ E)

Denotamos por U,, los puntos de U, que estdn por encima del segmento [P;, F,,(P.)], vy sea
V, = tn(Uy).

Aplicamos el lema con r = r3 y ' = ry. De este modo, si n es suficientemente grande,
para todo punto Z € U], C H,(r3) existe un entero j(Z) tal que, para todo j < j(Z), el iterado
Fﬂ;(Gn(Z)) estd definido y pertenece a H, (7). Méas aun, es facil ver que Fi(z)(Gn(Z)) =W € Un,.

Esto define un mapa g, : V), = V, en el cociente; que se puede ver es holomorfo y univalente.
Mediante el isomorfismo ¢, podemos pensar a g, definido en un entorno abierto de 0 en D, con
9-(0) = 0. Como

Fo(2)=Z+1+0(1) vy Go(Z2)=2Z — A, — 0+ 0(1) cuando Im(Z) — +o0
el multiplicador de G,, en 0 es
g;(O) _ 6727ri(An+0) _ 6727ri0
Denotemos por {, = ¢, o t,(Zp). Lo que probaremos es que la érbita del punto ¢, es infinita
bajo la iteracién de g,. Para ésto vamos a probar que (,, pertenece al disco de Siegel de g,l1.
Sea d,, el radio del disco mas grande contenido en ¢,(V),). Como g, es univalente en D(0,d,),

el teorema de Yoccoz nos garantiza que existe una constante C' = C(6) > (E, tal que el disco de
Siegel de g, contiene al disco D(0,Cd,). Por otro lado, veremos que |(,| = o(dn)E

SHay algunas diferencias menores, por ejemplo el F,, conmuta con la traslacién por ﬁ y no con T'.
"Recordar que @ es un nimero de Brjuno.

8Depende sblo de 6.

°Esto es basicamente porque 7, (r1) — T (r3) — 400 exponencial mente respecto de g».
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La prueba de la proposicién BT.T2] termina asi. Qué quiere decir que (, tiene érbita infinita por
gn?
Cuando iteramos por g, hacemos lo siguiente:

Jg——=9o C Hn(rz) —=e Cc Hn(rz) —_— ... ——= 7 € Hn(rz)
J,—=19*%¢ Hn(rz) — =e C Hn(rz) —_—= ... ———= 75 € Hn(rz)
Lp——=90 C Hn(rz) —=e Cc Hn(rz) S Zn+1 = Hn(rz)

Cada vez que iteramos por F,, o G,, estamos aplicando f&" o fi*'. Para 0 < j < g, los iterados
de f, pertenecen a D, para 7' > 7. Esto termina la prueba.

El lector que esté satisfecho con ésto, puede pasar sin problema al siguiente capitulo. Para aquel-
los que deseen completar los detalles, en las siguientes secciones construimos el mapa renormalizado
(de una forma ligeramente diferente) y completamos los detalles de la demostracién.

Construcciéon del mapa renormalizado

Sea ¢, : V, — D* un isomorfismo conforme. Cubrimos D* con H mediante el mapa exponencial
exp(2mi€ g, Z). Entonces podemos levantar ¢, o ¢, a un mapa univalente L,, : U, — H. Ademas
L, se extiende a un homeomorfismo en el borde de L{n Como el isomorfismo ¢, estd univoca-
mente determinado a menos de post-composicién con rotaciones, L, estd determinada a menos de
traslaciones reales. Podemos elegir ¢, y L, de modo que L,(P,) = 0. Por ultimo, es facil ver que

1

€Endn

VZ € Ly, Ln(Fn(Z)) = Ln(Z) +

Para entender el significado del mapa L,, es Gtil pensar en la rotacién. Es decir, si el mapa F,
fuese exactamente la traslacién Z + 1, el mapa L,, seria el mapa lineal ﬁ(z —1Im(P,)). Cuando
miramos, por ejemplo el mapa de retorno a U,, obtenemos una dindmica definida en una escala
pequena comparada con la del mapa Fj,. Luego L, no es més que un «rescalado» de U,, que lo
vuelve al tamafo original.

Sea A, el grafico de una primitiva U,, de —2u,, que pasa por el punto Xy + ¢7,(72). Definimos
el conjunto

Wp ={z+1y: Xo— 41T, <z < Xo,y > Un(2)}

Esto es, los puntos de la banda vertical Xy — 47T, < ¢ < Xy que estdn por encima de A,. De
las estimaciones que hicimos antes, sabemos que, para n grande, los puntos de A, tienen parte
imaginaria menor que 7,(72) + Cp.

Recordar que tenemos 7y < r3 <7y y

. 1
P, =Xo+1 <Tn(7‘3) + 1—0)

10K] borde es una curva de Jordan.
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€ndn

/ exponencial

Figura 3.11: El mapa L,

También teniamos U}, los puntos de U, que estan por encima del segmento [P, F,,(P.)], vy V), =
tn(U},). Como los puntos de U, tienen parte imaginaria mayor que 7,(r3), tenemos que G, (U,,) C
ZIALJVVn]E

De la demostracién del lema B3, se deduce que todo punto de W, tiene un iterado que
pertenece a U, : existe{@ k tal que FT’f(Z ) = Z' € U,. Esto nos permite extender L, a todo W, UlU,

poniendo L,(Z) = Z' —

€ndn
Lema 3.1.14. Podemos extender L, a un mapa unwalente en W, UlU,, que conjuga F, con
. 1
la traslacion Z — Z + .
EnQ’n.

Demostracion. Deberiamos comentar sobre la continuidad. Los puntos de discontinuidad de & (la
cantidad necesaria de iterados para llegar a U, ) son aquellos que caen sobre £,. Luego para un tal
punto tenemos

k 1 k k+1
Ln.(Z) = L,(F*(2)) - = L,(F*Y(2)) - - = L, (F*Y(2)) -
w(8) = Ln(FY(Z) ~ = = La(FSN(E) — = = La(FE(2)
Luego L, es continua sobre tales puntos. Como las preimagenes de £,, por F,, son curvas analiticas,
son removibles para la analiticidad. O

Necesitamos saber como distorciona la altura de los puntos el mapa L,. Para la demostracién
del siguiente lema ver [4, 36]. La distancia de F, a la traslacién Z + 1 es menor que §,, y tiende
a cero a medida que aumenta la parte imaginari. Esto implica que el mapa L, esta cerca del
mapa lineal qn%n(Z —iIm(P,)).

Lema 3.1.15. Para todo Z € U, tenemos que

1 1
Im(Z) - Tn(TZ) + 1_0 - 2677. S EnQnIm(Ln(Z)) S Im(Z) - Tn(TZ) + 1_0 + 2677.
"' Tomamos n grande de modo que Tn(r3) — Bn — Crn > Tn(r2).
12Tomamos el menor de todos.
13De hecho se puede probar facilmente que la distancia |F,(Z) — Z — 1| decae exponencialmente con Im(Z).
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Figura 3.12: El conjunto W,.

Denotemos por D,, = L,(U},). Entonces definimos H,, : D, — H como el conjugado de G,, por

L, es decir
H,=L,0GnroL,!

Del lema se puede ver facilmente que todo punto Z € H, con
Tn(r3) — Tn(re) +1/10+ 26,

— In
ETL Qn

Im(Z) >

tiene algtn trasladado Z + en D, el dominio de H,. Esto es,

€ndn

U (Dn+

kEZ En‘]n

) > {Im(Z) > 7.}

1

Como G, conmuta con Fj,, tenemos que H, conmuta con la traslacién Z — Z + _--. Luego
netn

podemos extender H, a un mapa analitico definido en todo el semiplano {Im(Z) > "lni’-

Lema 3.1.16. Tenemos que

A, + 06

€ndn

H,(2)=2Z - +0(1) cuando Im(Z) — 400

Para una demostracién de este lema ver [36]. Repetimos que se basa en el hecho de estar L,
cerca del mapa lineal. Definimos el mapa renormalizado de F,, como (que también llamamos de
H,)

Z . .
4 — Qne€np <Hn ( + mn> — znn)
Gn€n
De este modo obtenemos un mapa H, : H — C univalente con las siguientes propiedades:
s H, conmuta con la traslacién T': Z — Z + 1.
» Hy(Z) =2 — (A, +6)+0(1) cuando Im(Z) — +o0.
Denotamos por {, = gnén(Ln(Zo) — im,). Vamos a estudiar en la siguiente seccién la 6rbita de

éste punto por el mapa H,.
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La orbita de (,

La idea ahora es ver que el punto (, tiene érbita infinita cuando lo iteramos por H,. Para
probar ésto, mostraremos que para n grande, ¢, pertenece al disco de Siegel de H,.
Recordemos el teorema de Yoccoz 4.

Teorema 3.1.17 (Yoccoz). Sea H : H — C univalente, con HoT =ToH y H(Z) = Z+a+o(1)
cuando Im(Z) — +o00. Sea K el conjunto de puntos Z € H tales que H’(Z) estd definido y
pertenece a H para todo 7 > 0. Si denotamos por

d=méx{Im(Z2): Z € K}

entonces
d<C+ ¥(a)=C(a)

donde C es una constante uniwversal y ® es la funcion de Brjuno-Yoccoz.
Entonces sabemos que existe una constante C = Cp tal que:
si Im(Z) > C, entonces Z estéd en el disco de Siegel de Hj,.

Probemos que para n grande, Im({,) > C. En efecto por el lema sabemos que

Im(Cr) > Tn(r1) — T(r3) — 46, — +00

3.1.4. Apéndice
Demostracion de la proposicion

Para empezar segiin vimos en el lema BT3, para todo 71 < 72 < 1 si n es suficientemente

grande, entonces los primeros g, iterados de f, estan definidos en D,, y pertenecen a D,,. En

particular para todo 7 < 1, si n es suficientemente grande, fi* y fi" ' estan definidos en D,.

Faltaria probar que
Vz € D}, fi~y fi~! estan en Q, — {0}

Para ver ésto y los demas puntos de la proposicién empezamos por

Lema 3.1.18. Eziste una funcion holomorfa g, definida en el mismo domainio que fi" y tal
que

fir(2) = 2+ &n(2) - gn(2)

1 .
Mads aun, para todo 2 < r <1 la sucesion

sup [gn(2)|
zeD,

es sub-exponencial respecto de q,.

Demostracion. Sea C, el conjunto formado por las raices g,-ésimas de €,. Sabemos que cuando
. . .1 .
n — 400, C, — C4 la circunferencia de radio 1 Entonces para n suficientemente grande, C,, C D,.

Por otro lado, cada raiz g,-ésima de €, es un cero de fr"(2) — 2, por lo que la existencia de g,
es clara.

Ver [36, 27, ). Aqui o es un namero de Brjuno.
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Fijemos 7 < 7' < 1 y suponemos 7 suficientemente grande tal que f7" est4 definida en un
entorno de D, y toma valores en D. Entonces tenemos que [£,(z)g,(2)| < 2 para todo z € D,.
Luego

Sup (9 (2)| < Sup [9(2)] < SUP |9a(2)] < o
zeDr D T zeD, o T e T A € (2))]

Los ceros de {, no estan en {|z| = '}, porque €, < /9" para n grande. Méas atn es facil ver

€n

que — 0 cuando n — +00 y como

ridn

€
inf |€,(2)| > 2mg,r'(r'" — €,) = 2mg,r' 11 <1 — —n> = B,
z

|z|=r'
tenemos que B, ~ 27g,r'%" "1 lo cual implica que

lim %/B,=7r'<1

n—-+oo
vy que
1/gqn 1
lim sup <sup |gn(z)|> <-
n—+oo \zED, r
Haciendo r' — 1 obtenemos el resultado. O

El siguiente lema establece un resultado analogo para fao"~'.

Lema 3.1.19. Eziste una funcién holomorfa h, definida en el mismo dominio que fi*~"' tal
que

e fIr1(2) = 2+ £a(2) - ha(2)

1 ‘
Mds aun, para todo 2 <r <1, la sucesion

sup |hn(z)|

z€D,
es sub-exponencial respecto de q,.
Demostracion. Recordar que estamos suponiendo que n es par, de donde pngn—1 — @nPn—1 = —1.
Esto implica que

-1
anl& =— modl
n an

Como f, actiia como la rotacién de dngulo “= en las raices g,-ésimas de €,, tenemos que cada una
dn

271
de ellas es fija por een fi"~!. Esto prueba la existencia de h,. La estimacién en el médulo de h,, es
completamente analoga a la anterior. O

Ahora estamos en condiciones de probar la proposicién Fijemos 2 < r <1y n suficien-

temente grande de modo que fi" y fi*~' estam definidas en D, y toman valores en ID.

Sea z € X,(r) y Z € Hy(r) tal que m,(Z) = z. De los lemas anteriores tenemos que

f3(2) = 2| < [¢n(2)| B
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P 1 .
Sea R, = min ( ,Tn(r)>. Es claro que R3* — min <A, —>, por lo que R, crece exponencial-
T

En n
1
mente respecto de g, Como 7, es inyectiva en el disco D(Z, R,), el teorema 2 de Koebe implica
|77.(Z)| B
4

. . R
m.(Z) = €,(2), tenemos que si n es suficientemente grande de modo que Tn > B, entonces

que la imagen de dicho disco (que esta contenida en 2, —{0}), contiene a D (z, > . Como

+"(z) esta en la imagen de 7,. El mismo razonamiento se aplica a fn~ '.
Entonces podemos levantar fi™ y fo* ' a dos mapas Fy,, Gy, : Hy,(r) — H. El primer punto se

cumple por definicién y es facil ver que el segundo también. Notar que com

(fnn)l(o) _ eZwianqn _ e27rienqn y ( Zn_l)l(o) _ e27rianqn_1 _ e—27rienqn(An+9)

podemos elegir estos levantados de forma tal que el tercer punto también se verifica.
Probemos el tltimo punto. Sean Z € H,(r) y 2 = 7,(Z). Como vimos antes, fI"(z) €
D(z,|m.,(Z)|B,) y €l mapa 7, es inyectico en el disco D(Z, R,,) y en todos sus trasladados por

Z— 7+

. Ademaés para n suficientemente grande, vimos que
Enqn
|7 (Z)| R,

D(z, |7.(%)|By) C D (z, .

) C m (D(Z, Ry))

B
Como el cociente R—n — 0, por el teorema de distorsién de Koebe, sabemos que existe k,, — 1 tal
n
que

771 (D(2, |74 (2)|Ba)) € D (Z + ,Bnnn)

€ndn

para cada una de las ramas de la inversa de 7, (que mandan z — Z + para un cierto k € Z.)
EnQ’n.

Esto implica que existe un entero k tal que

F.(Z2)-Z €D ( ,Bnnn)

671.71.

Como estos discos son disjuntos para n suficientemente grande, el entero k debe ser el mismo para
todo Z € Hy(r). Pero entonces debe ser k = 0, pues si no

|Fn(Z) — (Z+1)| > R, — 1 — Bk, > 0 para n grande
lo que contradice que F,(Z) — Z — 1 = o(1) cuando Im(Z) — +o00. En conclusién,
|Frn(Z) —Z — 1| <1+ Bpkp, VZ € Hyp(r)

lo cual prueba el dltimo punto. La demostracién para G, es completamente anédloga.

5Esto es posible porque B, es sub-exponencial respecto de gy.
15Un calculo sencillo muestra que gn—10n = —€ngn(An + 0) + Pn1.
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Mejorando la estimacién anterior

Terminaremos esta seccién con una ultima estimacién, ésta asegura que las dindmicas de los
mapas fr" y el tiempo uno de &,, son (a medida que crece n) més préximas una de la otra. Lo que
vamos a probar es,

Demostracion de la proposicion [Z171 Comenzaremos por mejorar la estimacién hecha en el
lema B.T.T8 Teniamos que

i (2z) = z + €a(2)gn(2), con Sup 19n(2)| < Bn

vy B, sub-exponencial respecto de g,.

1 ) ) )
Lema 3.1.20. Para 2 < r < 1, existe una sucesion D, sub-exponencial respecto de q,, un

nimero complejo p, y una funcion holomorfa k, definida en el mismo dominio que fi" tales
que
fir(z) = z + &n(2)(pn + (6n — 277)kn(2))

|n — 1| < |€n|Dn, sup |ka(2)| < Dy
z€D,
Demostracion. Como las raices g,-ésimas de €, se corresponden con un ciclo de periodo g, de P,
tenemos que la derivada de fi" es la misma en dichas raices. Como es a su vez igual a 1 + g,,(d,)
donde 67" = €, tenemos que
9n(2) = pn + (6 — 27")kn(2)

con k, holomorfa y definida en el mismo dominio que f2", ¥ gn = gn(d,). Evaluando en §, vemos
que |fn| < By, de donde
(en — 2%)kn(2)| < 2By

Igual que en el lema BTTH si tomamos 1 > r’ > 7, tenemos que

2B, ,
sup |kn(2)| < sup |k.(2)| = sup |kn(2)] < - =B
zEDr| »(2)] zeD,,| »(2)] |z\:r1| n(2)l inf),|—p |29 — €, "

g 2B
B;L < -7
—rin — €,

. , 1 . .
De aqui deducimos que limsup %/ B, < —, y haciendo r’ — 1 tenemos que la sucesién
n—-+oo T

sup |kn(z)]
z€D,

es sub-exponencial respecto de g,.

Como )
i (z) — =z g
Jn\e) 72 — 2%k
£n(2) Un, + (6n, — 29" )k, (2)
evaluando en z = 0 obtenemos que
627”"177,577, _
2migne€n i+ €nkn(0)
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es decir
Mn — 1= _Enkn(o) + 7r7;ann + O(Qrzzerzz)

Entonces
| — 1| < [en|(|kn(0)] + 7gn + O(Qrzzfn)) = |€n|Cn
Es facil ver que C,, es subexponencial respecto de g,. O
Recordar que F,(Z) € D(Z, Bnky) := W, y que , es inyectiva en D(Z, R,,). Como nfn o,

n
por el teorema de distorsiéon de Koebe, existe k], — 1 tal que

méXWn |7r‘£7.| < K,I
n

miny, |7 | —

El flujo de €, en Hes Z +— Z +t. Luego como &,(m,(Z)) = 7, (Z) tenemos que
1
Tn(Z) + €n(Tn(2)) = Ta(Z +1) = £n(m(Z)) — /0 En(ma(Z +1))dt

_ t(ma(2)) - (1 _ 01 —’fé(”(ﬂ(z( ;)?)dt>

Com

tenemos que
: gn("rn(Z + t))dt n—-+o00

L= 0 gn("rn(Z))

> 0

Por otro lado tenemos que
min 1, - [Fo(2) = 2 — 1] < [1n(Fa(2)) = Tn(Z + 1)| = | F2"(1a(2)) — ma(Z + 1)|
S| (Z) 4 €n(mn(2)) = mn(Z + )| + [€n(mn(2))] - (It = L + |en = M (2)*] - |kn (70 (2))])
< %XMH (Hn + Dp - (len] + |€n — mn(2)%]))
con H, — 0. Por dltimo obtenemos que
|Fn(Z) = Z — 1| < Ky - (Hn + D - (|€n| + len — 7 (2) ™))

Como |m,(Z)| < r < 1y B, es sub-exponencial respecto de g,, es facil ver que ésto implica la
primera afirmacién del lema. Para la segunda basta considerar 1 > r' > r y utilizar la primer
afirmacién junto con la estimativa de Cauchy para la derivada. O

"No es necesario pero como B, — +oco podemos aplicar Koebe con la misma constante x.,.
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Demostracion de los lemas B.T.10l y B.T.1T]

Recordar la estimaciéon que usamos en la prueba del lema BT.7 Podemos resumir aquella
estimacién de la siguiente manera: existe una sucesién B], subexponencial respecto de g, tal que
para n grande se tiene

|Fr(Z) — Z — 1| < By (€n + |€n — T (Z)%])

1
Si ponemos T, = ——— es facil ver que
2miQi €y

€n
—1Z
l1—eTn

Tn(Z)% =

Luego

1
B’;L (€n + |en — ma(2)]) < B;LEn (2 + | —-;z|)
l—eTn

Por otro lado, si ponemos p, =1

iRe(Z)

1—eT| > |ppe’ B — 1]

Es decir,

1 1 5Bl e
B;en 2+ — =z < B‘:zen 2+ iRe(Z) < zRe(Z)n
1—eTn | lpne T — 1| lone T — 1|

si n es grande, ya que p, — 1. Ponemos entonces

5B
Un(z) = ntn

|pne™n — 1|
Como |pne;"_fz — 1| > p, — 1, tenemos que

< 5Bl en

S 3 _1:5313""7":6,1—)0
n

1
Veamos ahora que para n grande, log u, es E-Lipschitz. Un célculo muestra que

—5Bl ey - ”" sin (Tn>

Up(z) = =
|pneT" - 1|3

de donde
up@) _ Fosin(f) —p  sin(f)

un(z) |Pn€% —1J]2 T p2 +1—2p,cos (Tn>

Es facil ver que el méaximo de esta funcién se alcanza en (p2 + 1) cos (,_%) — 2pn, =0, de donde

n(2)

‘Zn(w)

~ 2mg2r'in — 0

o Tn(p% - 1)
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Lo que vamos a probar es que la sucesion

Re(Z)

Cp = 2u,(t)dt
Re(Gn(2))

es sub-exponencial respecto de g,.
Recordemos primero que existe una sucesién B, sub-exponencial respecto de g,, tal que

|Gn(Z) — Z + A, + 6| < B, paratodo Z € H,(r')
En particular

Re(Gn(Z)) > Re(Z) — An — 60— B,
Como

2 q
A
para n grande tenemos que A, + 6 + B, < 4nT,. Luego

—1

Re(Z) Ty
C, < / 2u,(t)dt — 4 / un(t)dt
Re(Z)—4nTy, —7mTn

Haciendo el cambio de variables z = t/T},, vemos que

10B m 1
Cp < ’;6”/ _ de := B,
mq%  J x \/p2 + 1 — 2p, cos(z)
Una estimacién delicada nos da
20B 1 20B
B, ~ —"log ~ " log(r'A)
T4y Pn — 1 Tqn

de donde B, y por lo tanto C,, es sub-exponencial respecto de g,.
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Capitulo 4

Control del conjunto poscritico y
promocion

4.1. Resultados preliminares: teorema de McMullen y control del
conjunto poscritico

En ésta seccién vamos a trabajar con P, : z — e*™**z + 22 restringiendonos al caso en que o =
[@1,@a2,...] es un irracional de tipo acotado. Lo primero que haremos es bosquejar una construccién,
introducida por Douady [I0], de un modelo «de Blaschke» para el mapa cuadratico P,. Este modelo
ha sido utilizado en diferentes problemas, ver por ejemplo [28], [30, 35].

Para 7 € R consideremos el siguiente producto de Blaschke:

5 z2—3

1-3z2
Los puntos criticos de B, son 0, 1 e 00, todos de orden 2. Por lo tanto 0 e co son puntos fijos
superatractores de B,. Ademaés es facil ver que B, : S — S! es un homeomorfismo analitico con
un tnico punto critico (en 1).

El ntimero de rotacién 7(7) de B; es una funcién continua y creciente de 7, y por lo tanto existe
un unico valor de 7 = 7(a) tal que r(7(a)) = of]. Fijamos entonces dicho valor de 7.

El disco D no es invariante pues 1/3 es un polo de B,. La preimagen de D tiene dos componentes
conexas, una dentro de D que se mapea 2 : 1 sobre D y la otra en C — D que se mapea 1: 1. El
siguiente teorema hace posible la construccién (ver [S]).

BT(Z) — eZ'lri'r .z

Teorema 4.1.1 (Herman-Swiatek). Sea f : R — R un homeomorfismo analitico, que es el
levantado de un homeomorfismo del circulo. Supongamos ademds que f tiene un punto critico
y que el numero de rotacion de r(f) es irracional de tipo acotado. Entonces existe H : R — R,
homeomorfismo quasi-simétrico, también el levantado de un homeomorfismo del circulo, que
conjuga f con la rotacion z — z + r(f).

Aqui el término quasi-simétrico siginifa que existe una constante C' > 0 tal que,

H - H

H(+6) -~ H@)| _

|H(z) — H(z - 9)|

Ademaés esta constante sélo depende del niimero de rotaciéon de f. La importancia del teorema

radica en que un homeomorfismo quasi-simétrico del circulo se extiende a un homeomorfismo
quasiconforme del disco D. Ver [30].

paratodoz € R,d >0

'La unicidad es porque « es irracional.
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Denotemos por R4 (z) = €2™**z. Entonces existe un homeomorfismo h : S — S! que conjuga

B, con R, v que se extiende a un hoemomorfismo quasiconforme en h : D — D. Definimos entonces
el mapa
B.(z silz|>1
Fa(z) = 1 27 el
H 7 oRy,o0H(z) silz| <1

El mapa F, es un cubrimiento ramificado del plano en si mismo (no es més analitico), que
tiene un punto critico de orden dos en S!. Si tomamos el pull-back mediante H de la estructura
compleja estandar en I, obtenemos un campo de elipses con excentricidad acotada en ID. Mediante
F,, extendemos este campo de elipses a las preimégenes de D y lo definimos igual a cero en el resto.
La excentricidad del campo tambiés est4 acotada pues Fa es conforme en el complemento de D.
Por el teorema de Ahlfors-Bers existe un hoemomorfismo quasiconforme ¢ : C — C que manda este
campo de elipses en circulos (la estructura compleja estandar de C.) Como el campo de elipses es
invariante por F, el conjugado ¢ o F, o ¢! = G, es analitico. Con una normalizacién adecuada
debemos tener G, = P,. Como el disco de Siegel de P, es A = ¢(D) se deduce que

el punto critico de P, estd en el A y ademéas 0A es un quasicirculo.
En particular la clausura del conjunto poscritico

_627rwc

2

PCy =Aci}, ¢ = P;(co), co =

es igual al AA. Este tltimo por ser un quasicirculo tiene medida de Lebesgue cero

No vamos a explicar los detalles de lo que sigue, pero en [20] se utilizan estos resultados para
probar el siguiente teorema. Notar que el conjunto de Julia relleno K, es la unién del conjunto de
Julia J, y las preimégenes por P, de A. Para cada § > 0 denotamos por

K(6) = {z € C : dist(P}(z),A) < 6,Vi > 0}
Teorema 4.1.2 (McMullen). Todo punto de OA es un punto de densidad de Lebesgue de K(9).

Aqui la terminologia es la siguiente: si X C C es un conjunto medible, decimos que z € C es
un punto de densidad de Lebesgue para X si

lim m(X N D(z,r))

D)

Maés atin, del teorema se deduce lo siguiente (ver [BC]): para d > 0 denotamos por
n(d) = sup {densD(z,d)K(é) 1z ¢ Ay dist(z,0A) = d}

Entonces
n(d) — 1 cuando d — 0

es decir, el limite es uniforme cuando nos hacercamos a 0A. Este resultado junto con el control del
conjunto poscritico que pasamos a explicar ahora nos permitiran promover el coeficiente 1/2 del
capitulo anterior a 1.

Denotamos por

9(X,Y) = sup dist(z,Y)
zeX

De hecho la diemsién de Hausdorff de 8A es menor estricto que 2. Por resultados mas generales consultar [38].
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la semidistancia de Hausdorff entre los subconjuntos de C. Para N > 1 entero definimos el conjunto
Sy = {a = [a1,a2,...] ER—-Q:supa; < +00,a; > N}
i

Para la demostracién del siguiente teorema ver [6, [I7]:

Teorema 4.1.3 (Control del conjunto poscritico). Eziste un entero N > 1 tal que si o' € Sy —
a € Sy entonces
8 (Pca/,Za) 50

donde Ay, es el disco de Siegel de P,.

El nimero N se llama constante de Inou-Shishikura. En otras palabras, para todo abierto V
que contiene a Ay, si @’ € Sy esté suficientemente cerca de a € Sy, entonces PC, C V. La prueba
de este resultado se basa en un estudio detallado del comportamiento de las coordenadas de Fatou,
cuando se perturba de una manera particular un mapa con un punto fijo parabélico. Para ser mas
precisos, la prueba utiliza resultados de Inou y Shishikura acerca de la renormalizacién parabélica,
procedimiento de renormalizacién ampliamente estudiado por Shishikura con aplicaciones a una

gran variedad de problemas. Ver |11, 17, 3T, 32, 35].

4.2. Promociéon

4.2.1. Enunciado

El objetivo de esta seccién es promover el coefciente % del teorema B Sea N la constante de
Inou-Shishikura. Recordar la definicién del conjunto Sy.

Teorema 4.2.1. Sean oo € Sy, € >0, y A > 1 entero. St denotamos por A, .= A" y
o, i=la1,a2,...,8,1,4,,N,N,...]
entonces para n suficientemente grande
Area(K,, ) > (1 —€)Area(Ky)

Recordamos que P, tiene un disco de Siegel A en 0. Es sabido, que en estas circunstancias, las
funciones o' — Ju v o — Area(K,) son discuntinuas en a. Lo que el teorema establece, es que
cuando perturbamos el pardmetro a en la forma particular indicada, entonces

nETw Area(K,, ) = Area(K,)

El teorema M establece que al perturbar a, los puntos de A que permanecen en A bajo iteracién
por P, , llenan la mitad (en medida) de cada parte abierta U C A. Para promover este coeficiente
% a 1, seréd necesario considerar también los puntos que se escapan de A.

Es decir, los discos de Siegel A,, de los perturbados P,,,, no llenan por si sélos el disco AE Para
tal propésito necesitamos considerar los puntos de las pre-imagenes de A,. Consideremos primero
lo que ocurre en A. Vamos a probar que

lim denspaK,, =1
n—-+oo

3 Al menos no en principio.
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Siuno se pregunta, por qué los puntos que se escapan de A son los que nos proveen la promocién?
la respuesta es: el teorema de McMullen. Basicamente, la situacién es la siguiente. Si 29 € A,
entonces su orbita entera (por P,, ) premanece en A, y méas aun su clausura es un circulo anailito
invariante. Supongamos entonces que zj se escapa de A cuando iteramos por P, . Podemos medir
cuan lejos se escapa 2o de la siguiente manera:

para 6 > 0 denotamos por

V(6) :={z € C: dist(2,A) < 6}
K(6) := {z € C: P¥(z) € V(6),Vk > o}
K, (6) := {z € C: Pk (2) e V(6),Vk > o}

Supongamos entonces que zg € A — K,(d). Si n es grande, P,,, estd cerca de P,, y la 6rbita
de zg (ahora por P,, ) se va escapando muy despacio. No sblo se necesitan una cantidad grande de
iterados para que zg se escape, sino que la 6rbita de zy pasa mucho tiempo cerca de 0A.

Para d; < ¢ pequefio, €l conjunto K () tiene una alta densidad en V'(d;). Esto, como veremos
se traduce en una buena densidad para K,(d). Luego, los puntos cercanos a 2 tienen una buena
probabilidad de pertenecer a K, (9).

Es decir, aunque 2, consigue escapar (iterado por P, ) la barrera §, una buena proporcién de
puntos cerca de zp no. Este razonamiento nos permite comparar las densidades de los puntos que
superan la barrera § y la de los que no superan la barrera d;.

Definimos p,, : (0,+00) — [0, 1] la funcién dada por

pn(0) = denspa (C — K,(9))
Proposicion 4.2.2. En las mismas hipdtesis que en[{.2.]], tenemos que
Vo >0, pn(d)—0
cuando n — +00.
La prueba se una consecuencia directa del siguiente lema

Lema 4.2.3. Para todo § > 0, existen 0 < §; < § y una sucesion ¢, de reales positivos, con
cn — 0, tales que

3
pn(0) < an(‘sl) tcn

La sucesién ¢, y el numero d; dependen sblo de §. Notar que trivialmente tenemos p,(d) <
Pn(01). Por lo que el lema establece una caida importante en la densidad p,(d) respecto de p, (91 ).
Aqui en lugar del factor % puede ponerse cualquier % <p<l

Demostracion de la proposicion [{.2.8 Sea

p(6) = limsup pn(6)

n—-+oo

Por el lema E23, sabemos que existe una sucesién decreciente 6, tal que p(d,-1) < % p(6,) para

todo n. En otras palabras
3\" 3\"
)< (=] -p(dr) < |-
p()_<4) o( )_<4>

de donde p(d) = 0. O

*A menos de un error ¢, que se hace cero en el limite.
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4.2.2. Demostracion del lema
El peaje

Consideremos el conjunto
W ={z € C:26; <dist(z,A) < 124:}

Vamos a probar primero, que todo punto 2y € A que escapa la barera § (es decir zg € A — K,(6)),
debe pasar necesariamente por W
Para 4 € R, el conjunto de Julia relleno Ky de Pj est4 contenido en el disco D(0,2). Luego

ix | P 6
méx |Fy(2)] <
Podemos tomar d; suficientemente chico para que |P}(2)| < 6 para todo z € V(26;). Por otro lado,
A es invariante por P,. Por lo que si zg € V(26;), entonces P,(z) € V(1241).

Como P,, converge uniformemente en compactos de C a P, cuando n — +00, para n grande
tenemos que

Pa, (V(201)) C V(1201)
Sea zj, el primer iterado de 2o en C — V(261). Como 21 € V(261), tenemos que 2z, € W.

5

A
Y

267  106; Densidad de
Kn(8) cerca de 1/2

Figura 4.1: El peaje.

En otras palabras, si denotamos por
Xy = {z € A: 3k >0 tal que PE (2) € W}
entonces para d; suficientemente chico y n suficientemente grande,

A - Kp(6) C X, CA—Ky(6)

Para §; suficientemente pequefio y n suficientemente grande.
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density K. >

Figura 4.2: Los conjuntos W, K(d) y Kn(6).

El precio del peaje

Vamos a estimar en esta seccién cual es la proporsiéon de puntos cercanos a zp, que no pueden
superar la barrera §. Como dijimos arriva, en W el conjunto K(d) tiene una densidad alta. Pre-
cisemos esta afirmacién: es claro que para medir la densidad del conjunto K (§) debemos fijar una
escala en la cual mirar. Ademas ésta debe ser tal, que podamos transferir esa buena densidad de
K(0) por la dindmica.

Para cada punto w € W, tomamos el disco D(w, 51)E No es dificl ver, que podemos tomar §;
suficientemente chico para que en este disco tengamos

densp(w,s;) (K()) > 1 —mo

Como los conjuntos K, (d) llenan la mitad de A, es esperable que llenen la mitad de cualquier
cantidad finita de preimagenes del mismo. Pero una cantidad suficientemente grande de preiméagenes
de A aproxima a K (¢ ﬂ, de donde concluimos que, para n suficientemente grande

1
densp(u,s (Kn(®) 2 (5 =) - (1 =)
Este es basicamente el contenido del siguiente lema, dejamos la demostracién para la seccién
Esta es una informacién local, sobre cada punto zg € A — K, (). Para sumar las densidades

respectivas y estimar la medida del conjunto entero, serd conveniente expresar el resultado no para
discos sino para entornos que se agrupen mejor.

5Es importante que el tamafio del disco es el mismo para todos los puntos w € W.
"En términos de area.
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Decimos que @ es un cuadrado diddico si

{r r+1] o {p p+1

@= |3 % 257 s

} p,r,SEZ

Notar que el cuadrado diddico de lado més grande contenido en D(a,r) que contiene a a, tiene
lado al menos %.

Lema 4.2.4. Para todo 0 < € < 1, st 81 suficientemente chico y n suficientemente grande lo
sigutente se verifica. Sean

1.weW,
2. ¢: D(w,361/2) — C univalente,
3. D = D(w,01), r = wn-radio(¢(D), p(w)) y

4. Q el cuadrado diddico mds grande que contiene a ¢(w) contenido en D(¢(w),r).

Entonces
l1—¢

densq ($(K(9))) > —

Por otro lado, sabemos que
8 (PC(P%),Z) -0

cuando n — —+o0o, de modo que para n grande el conjunto poscritico de P,,, esta contenido en
V(61/2). _
Sea zg € A — K,(6) y denotemos por z; = P4, (2o). Sabemos que existe k > 1 tal que 2z, € W y
z; € V(261) para0 < j < k—1. Como PC(P,,) C V(26,) podemos definir paracada 0 < j < k—1,
la rama local de la inversa de Pclf; 7 que manda z; en z;. Més atin, esta inversa la podemos extender
a un mapa univalente
¢j : D(Zk,351/2) —C

Sea D := D(zk,01). Antes de aplicar el lema 2] veamos lo siguiente.

Lema 4.2.5. Con las mismas notaciones de arriva, si 61 es chico y n es grande, entonces
¢0(D N Kn(é)) C Kn(é)

Necesitaremos una cota en la distorsiéon de mapas univalentes. Por el teorema de distorsion de
Koebe, existe una constante universal &, tal que para todo mapa ¢ : D(a,3r/2) — C univalente,
cona € Cyr >0, entonces

4 /
méxp LA
minp |¢/| —
donde D = D(a,r). Esta constante x s6lo depende del cociente de los radios de los discos, que en
nuestro caso es 3/2.

Demostracion del lema[{.2.3 Debemos probar que si wy € D N K, (d), entonces w; = ¢;(wg) €
V(d). Por un lado, como D C C—V(d;), tenemos que ¢;(D)N K,(d1) = 0. Pero como z; € V(201),
existe un y; € A tal que |z; — y;| < 26;. Estimemos la distancia de y; a K,(d1).

Como para todo abierto U € A tenemos que

lim inf densy (K, (61)) >

n——+o0o

N =
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tenemos que

Sp, = supdist(y, K,(61)) — 0
yeA

cuando n — +o00. Si denotamos por r; = in-radio(¢;(D), 2;), esto altimo implica que
r; < dist(2z;, Kp(61) < 201 + s,

Esta cota en r; y la cota en la distorsién nos permiten cocluir de la siguiente manera. Sea R; :=
ex-radio(¢;(D), z;), esto es

R; :=inf{s > 0: ¢;(D) C D(2;,5)}
Tenemos que R; < k7;, de donde R; < k(241 + s,). Luego todo punto de w € ¢;(D) verifica que
dist(w, A) < R; +dist(zj, A) < 261 + k(261 + s,) <&
para d; chico y n grande. Ademés tenemos que D C V(d) si 136; < 4. O

Se deduce de la demostracion del lema, que en particular el radio 7y del disco

D(z0,70) C ¢o(D)

es menor o igual que s, porque 2o € A. Es decir, estd uniformemente acotado por una sucesién
que tiende a cero.

Corolario 4.2.6. Para todo punto zg € A — K,(0) existe un disco D(zg,70) tal que

=T Ssnl

» densg, (Kn(d)) >

» D(z9,70) CC — K,(01) v
1 . .
7 donde @, es el cuadrado diddico mds grande contenido en D(zg,7o).

Demostracion. Aplicar el lema BE24] al mapa ¢g y al punto 2z, con € suficientemente chico. U

Sumando densidades

Lo que vamos hacer ahora es juntar todos los cuadrados @,, obtenidos en la seccién anterior.
Sea U C A abierto, tal que OU tiene &rea cero. Vamos a probra que

lim densyK,(d) =1

n—+oco

Denotemos por
U(sp) ={z € C:dist(2,U) < s}

Consideremos la coleccién de todos los cuadrados {@Q.} con z € U — K,(d). Dos cuadrados
diddicos, o bien son disjuntos o bien uno estd contenido en el otro. Esto implica que podemos
extraer una subcoleccién disjunta y numerable {Q;} de éstos tal que

U - Kn(6) C|J@

Luego
Area (U — K,(6)) < Area (U Qi — Kn(6)> = ZArea(Qi - K,(9))
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3 3
S Z zz: Area (Qz) = ZArea <L1J Qz)
Como cada cuadrado Q); es disjunto de K,(d1) y esta contenido en U(s,), tenemos que

Area (U Qz') < Area (U(s,) — Kn(61)) = Area(U(sp) — U) + Area (U — K,(01))

Ponemos pY (6) = densy (C — K,(6)) v

Area (U(sn) —U)
Area (U)

en(U) = Z -

De este modo obtenemos 5
p(8) < SpY(81) + en(U)
Como OU tiene area cero y s, — 0 tenemos que ¢, — 0. En particular, esto prueba el lema
tomando U = A. Notar que OA tiene area cero.
Demostraciéon del teorema 271

Hemos probado que para todo abierto U € A,

lim densy (K,(d)) =1

n—-+oo

Como K,(d) C K, de hecho tenemos que

lim densy (Kq,) =1 (%)

n—-+oo
Sabemos que:
s P, — P, localmente uniforme,
" Ko — Jo=Upso P, Y(A) y que
» P YK,,) = Ka,.

Estas condiciones implican que (ver apéndice) podemos transferir () a las preimagenes de A. Esto
€s,
densk, . (Ka,) — 1

cuando n — +00. Como Area(J,) = 0, tenemos
Area(K,, ) > Area(K,, N (Kq — Jy)) — Area(K, — Jo) = Area(Ky)

es decir,
liminf Area(K,, ) > Area(Ky)

n—-+oo

La otra desigualdad se deduce de la semicontinuidad superior.
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4.2.3. Apéndice
Demostracion del lema 2.4

Para d > 0 sea
n(d):= sup densp(a (C— K(5))

z¢ A
d=dist(z,0A)

Sabemos por el teorema ?? que 7(d) — 0 cuando d — 0. Es sencillo ver que ésto implica

7(61) := suVI‘)/densD(z,gl) (C—K())—0
ze

cuando d; — 0. Supongamos que §; es suficientemente chico, de forma tal que 7(d;) < 79, para
cierto ng que determinaremos después.

0A

Figura 4.3: Alta densidad de K(§) en 0A.

Sabemos por otro lado que los conjuntos K, (§) llenan la mitad de A. Queremos transferir ésto a
K (0). Pero para eso, precisamos aproximar K (§) por un conjunto maés estable bajo perturbaciones.
Para £ > 0, denotemos por

At ={z € K(9): Pi(z) € A}

Equivalentemente Af es el conjunto de los z € C tales que Pg;(z) € V(@) para0 < 35 < Ly
P%(2) € A. Luego los conjuntos A¢, forman una sucesion creciente de abiertos. Ademés los puntos
de K(d) que no pertenecen eventualmente a A (bajo iteracién por P,), pertenecen a J,. Es decir

Area | K(6) — U A’ | < Area(J,) =0
>0
Tomamos £ tal que

sup denspz,s,) ((C — AZ> < 1o
zeW

Los conjuntos anélogos para los mapas P,, son
Al = {z eC: Pg;n(z) €V(d)para0 <j< €,P§n € A}

Para todo abierto U C A, tenemos que

lim inf densy (Ka,,) >
n

N | —
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También
Ptnt A
P, AL A
y todo compacto de A esta eventualmente contenido en los conjuntos A%. Por tltimo, si z € A%

y P. (z) € K,(6), entonces es claro que z € K,(6). Estas condiciones implican lo siguiente: para
todo abierto U con U C A compacta,

lin%inf densy (K,(9)) > (%)

N =

Esto es, los conjuntos K,(d), también llenan la mitad de cada parte abierta de A‘.
Sean w € W y ¢ : D(w, 301 /2) — C univalente. Sea r := in-radio(¢(D), ¢(w)), esto es

r =sup{s > 0: D(¢(w),s) C (D)}

Consideremos @ el cuadrado diddico mas grande, contenido en el disco D(¢(w),r) y que contiene
a ¢(w). Como 7 > minp |¢'| - §;1, tenemos que

2 2.1 112
Area(@)z% z%

de donde
8 méxp |¢'|?Area(D — Af)

< 8mK?
minp |¢'|262 - o

densg (¢(D — A%)) <
Supongamos ahora que tenemos:
n w, €W,
= ¢, : D(w,,361/2) — C univalentes, D,, = D(wp, 1),
= 7, :=in-radio(¢,(Dy), ¢n(wn)),
= Q, es un cuadrado contenido en ¢,(D,,) de lado mayor o igual que ,,//8.

Sea A un punto limite de la sucesién
densg,, (¢n(Dr N Kn(9))

Poscomponiendo con mapas afines y tomando una subsucesién si es necesario, podemos suponer
que:

mw, >weEW

= ¢, converge uniformemente en compactos de D(w, 361/2) a un mapa ¢ univalente en dicho
disco.

= 7, — r:=in-radio(¢(D), $(w)), donde D = D(w, d7).
" Qn = QC¢(D).

8Consultar la seccién
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Sea A abierto con A C D N A¢ compacta. Para n suficientemente grande
ANK,(0)=AND,NK,(6)

porque A C D,. Por (@), tenemos que

lim inf dens4 (D, N K,(4)) >

n—+oco

N | —

Esto impliceE que:

VA abierto con 4 C ¢(D N A*) = liminf densa (¢n(Dn N Kx(8)) >
n——+00

N | —

Por altimo los célculos:

densg, (¢n(Dn N Kn(6))) = m (Qn N ¢n(Dn N K4 (5)))

m(Qx)
_ m(Q N ¢n(Dn N Ky (9))) ) m(Q) ) m(Qr N ¢n(Dr N Kn(3)))
B m(Q) m(Qn) m(Q N ¢n(Dn N Ky(d)))
m(Q N ¢n(Dn N Ky (9)))
. m(Q) o bnen
donde
 m(QN¢(DNAY) N ¢u(Dn N Kn(6)))
e m(Q N ¢(D N AY)
. m(Q)
n = m(Q,) —1
_ m(@n¢(DnAY)
" m(QNén(Dnn AL
Ademas tenemos que
liminfa, > 1
n—+oo -2
por lo que
x> % ~densg (¢(D N AY)) > % (1 - 8mK™mo)

Basta tomar 79 suficientemente chico para probar el lema.

Pull-back de proporsiones

Vamos a demostrar ahora la propiedad que hemos utilizado a lo largo de esta seccién. acerca
del pull-back de densidades o proporciones. Supongamos que {X,} es una sucesién de conjuntos
medibles de C. Sean V' C C un abierto y A € [0, 1]. Suponemos entonces, que para todo abierto A
(no vacio) con A C V compacto, se tiene que

liminfdenss(X,) > A

n—+oco

Sean U y U, abiertos de C, f, : U, —» Cy f:U — V funciones holomorfas tales que:

9Ver seccién
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para todo compacto K C V, existe un n(K) tal que para n > n(K), K C U, y los
mapas f, convergen uniformemente a f en K.

En esta condiciones, vamos a probar que para todo abierto A, con A C U compaco, tenemos que

P —1
liminf dens a(/; (X)) > A
Sea zg € U tal que |f'(20)] > 0, y fijemos 0 < € < 1. Existe r > 0, tal que f : D(zo,7) —
f(D(zo,7)) es un difeomorfismo y tal que
e _ If'(2)P €
v D 1--<=—=<1+4+=
DB 1T S ) =1
Sea @, el cuadrado diddico mas grande contenido en D(z,,7), que contiene a zo. En particular
sabemos que Q,, tiene lado al menos 7/+/8.
Denotemos por ¢ : f(D(zo,7)) — D(20,7) ¥ POr ¢, : fn(D(20,7)) — D(20,7), las inversas de f
v fn respectivamente. Por un lado tenemos

m (91 700) = mgn(nl@u) 1 X)) = [ 16l Pam
De donde
m(Qe N [ (Xn)) _ Jin(@eg)ixn 190PAm 1 — 6 m(f(Qz0) N Xo)
(Qz0) [ A R BT A CRY)
Ademas

m(fn(Qso)) = /Q £, PPdm — /Q |F/[2dm = m(£(Qx,))

y no es dificil ver que

m(fn(QZO) N Xn)
m(F(Q) N Xn)

cuando n — +o00. Luego:

m(onmfrjl(Xn)) > 1—¢ P m(fn(on)an) > 1—c¢

lim inf -liminf “A
n—+oo m(Qz,) T l4e€ noto m(f(Qz)NXn) ~ lte
Sea A abierto con A C V compacto. Sean cy,c¢s, ..., ¢p los finitos (si los hay) puntos criticos de

fen A. Sear. > 0 tal que prr? < ¢, y tal que D(c;,7.) C A. Denotamos por
~ p [—
A=A- U D(c;,7e)
1=1

y sea K C A compacto tal que m(K) > m(4) —e.
Para cada z € K sea Q, el cuadrado construido anteriormente, que podemos suponer Q, € A.
Sean 21, 22,...,24 una cantodad finita de ellos tal que

q
KclJ@i
i—1
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Ademaés, como los @; los tomamos diddicos, podemos suponer que son disjuntos dos a dos. Entonces

q

m(ANf, ' (Xn) >m(AN £, (Xn) > > m(Qz N £, (Xn))
=1

De donde .
1—c¢€
o s -1
gggmMﬂh(&MZgH+e
1—c¢ 1—¢€
> A K) >
~—l+4e m( )_1+e
_1—6

C l4e
Luego basta hacer € — 0.

A m(sz)

‘A (m(4) —¢)

l1—¢€
1+e

A+ (m(4) - prre —€) >

‘A (m(A) — 2¢)
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